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1.1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàòåìàòèêà ñòàëà ÿçûêîì, íà êîòîðîì ãîâîðÿò ìåæ-
äó ñîáîé ïðåäñòàâèòåëè ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ äèñöèïëèí, à òàêæå óäîáíûì
èíñòðóìåíòîì îïèñàíèÿ òåõ èëè èíûõ ÿâëåíèé â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ ÷åëî-
âå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâîì ýòîãî ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî îí íå òåðïèò íåäîìîëâîê è äâóñìûñëåííîñòåé. Ïîýòîìó, ÷òîáû èçú-
ÿñíÿòüñÿ íà íåì, èññëåäîâàòåëþ ïðèõîäèòñÿ åùå ðàç ïåðåîñìûñëèòü ñâîè
ðåçóëüòàòû, ïðèäàòü èì ñòðîéíîñòü è çàâåðøåííóþ ôîðìó.

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòèêè ïîñòåïåííî ðàñøèðÿåòñÿ. Âñå áîëüøåå
êîëè÷åñòâî äèñöèïëèí ïðåâðàùàåòñÿ â ïîñòàâùèêîâ íîâûõ èíòåðåñíûõ çà-
äà÷ äëÿ ìàòåìàòèêè. Ïñèõîëîãèÿ ïðèñîåäèíèëàñü ê ÷èñëó ýòèõ äèñöèïëèí
â ïåðâûõ ðÿäàõ � â íà÷àëå XX âåêà. Îíà íå òîëüêî èñïîëüçîâàëà ðåçóëüòà-
òû íàèáîëåå áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ îòðàñëè ìàòåìàòèêè � ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè,� íî è ñàìà ñïîñîáñòâîâàëà âîçíèêíîâåíèþ åå íîâûõ ðàçäåëîâ,
â ïåðâóþ î÷åðåäü òàêèõ, êàê ôàêòîðíûé è äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç.

Â íàñòîÿùåì êóðñå ðàññìîòðåíû òîëüêî ñàìûå ïåðâûå ñòóïåíè äëèííîé
è êðóòîé ëåñòíèöû, êîòîðóþ íóæíî ïðåîäîëåòü íà ïóòè ê óâåðåííîìó ïðè-
ìåíåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Çà ïîäðîáíûìè ñâåäåíèÿìè, êîíêðåò-
íûìè àëãîðèòìàìè è äðóãèìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïå-
ðèìåíòà îòñûëàþ ÷èòàòåëÿ ê ëèòåðàòóðå, ñïèñîê êîòîðîé ïðèâåäåí â êîíöå.

1.2 ×òî íóæíî çíàòü, ÷òîáû óñïåøíî ïîíèìàòü
âñå, íàïèñàííîå íèæå?

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåí ñïèñîê ñâåäåíèé èç êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè,
êîòîðûå íåîáõîäèìî îñâåæèòü â ïàìÿòè äëÿ äàëüíåéøåãî ÷òåíèÿ. Îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû çäåñü òàêæå ïðèâîäÿòñÿ.

1.2.1 Òåîðèÿ ìàòðèö

Ìàòðèöà n × m � ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà ñ n ñòðîêàìè è m ñòîëáöàìè,
îáîçíà÷àåìàÿ ïðîïèñíîé áóêâîé. Ìû áóäåì ïèñàòü [A]n,m åñëè õîòèì ïîä-
÷åðêíóòü, ÷òî ìàòðèöà èìååò èìåííî òàêîé ðàçìåð. Åñëè n = m, òî ìàò-
ðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé, à ÷èñëî n åå ïîðÿäêîì. Ýëåìåíòû ìàòðèöû
A îáîçíà÷àåì ñòðî÷íûìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè, óêàçûâàþùèìè ïîëîæåíèå
ýòîãî ýëåìåíòà â òàáëèöå. ×åðåç At óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü òðàíñïîíèðîâàí-
íóþ ìàòðèöó, ò.å. [At]m,n, è äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ i, j ñïðàâåäëèâî at

i,j = aj,i.
Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè A = At. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèì-
ìåòðè÷íîé ìàòðèöû n = m. Ýëåìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû ai,i íàçûâàþòñÿ
ýëåìåíòàìè ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Åñëè n = 1, òî ìàòðèöó [A]1,n íàçûâàþò âåêòîðîì - ñòðîêîé, åñëè æå
m = 1, òî [A]m,1 � âåêòîðîì-ñòîëáöîì. ×èñëà m,n â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò
ðàçìåðíîñòÿìè âåêòîðîâ. Âåêòîðû óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ñòðî÷íûìè áóêâà-
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ìè ñî ñòðåëêîé ââåðõó, ïîíèìàÿ ïîä ~a âåêòîð-ñòîëáåö. Òîãäà âåêòîð-ñòðîêà
çàïèøåòñÿ êàê ~at.

Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A ïîðÿäêà n ââåäåì ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ | A |.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = 2,∣∣∣∣ a1,1 a1,2

a1,1 a2,2

∣∣∣∣ = a1,1a2,2 − a1,2a2,1

à äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ∆n+1 ïîðÿäêà n + 1 ñïðàâåäëèâî

∆n+1 =
n+1∑
j=1

(−1)j+1a1,j∆1,j
n ,

ãäå ∆1,j
n - îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n, ïîëó÷åííûé èç ∆n+1 âû÷åðêèâàíèåì

ïåðâîé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà (ðàçëîæåíèå ïî ïåðâîé ñòðîêå).
Äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû (â ÷àñòíîñòè, âåêòîðà) íà ÷èñëî íåîáõîäèìî

êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû óìíîæèòü íà ýòî ÷èñëî. Îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå
ñóììà (ïîýëåìåíòíàÿ) ìàòðèö è èõ ïðîèçâåäåíèå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.
Ïóñòü [A]n,m, [B]m,l, C = AB. Òîãäà [C]n,l, ïðè÷åì

ci,j =
m∑

k=1

ai,kbk,j , i = 1, ..., n, j = 1, ...l.

Íàïðèìåð, åñëè ~a âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, òî A~a � âåêòîð ðàçìåðíîñòè m.
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè A,B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû, òî

| AB | = | A | | B |, | At | = | A | .

Ìàòðèöà [I]n,n íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ïîðÿäêà n, åñëè ïî åå ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû [A]n,n ñïðàâåäëèâî AI = IA = A. Ìàò-
ðèöà A−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû A, åñëè

AA−1 = A−1A = I.

Ïóñòü A - êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Åñëè äëÿ âåêòîðà ~a íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî λ,
÷òî A~a = λ~a, òî âåêòîð ~a íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû, îò-
âå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ. Îêàçûâàåòñÿ, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû
ìîæíî íàéòè, ðåøèâ óðàâíåíèå

| A − λI | = 0.

Ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé äàííîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, îïðåäåëåí
íåîäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèå íà ëþáîå ÷èñëî α, òàê êàê

A(α~a) = α(A~a) = λ(α~a),
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ò.å. α~a òàêæå ÿâëÿåòñÿ òàêèì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì. Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòà-
âèòü çàäà÷ó íàéòè ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé çàäàííîìó ñîáñòâåííî-
ìó ÷èñëó, è èìåþùèé åäèíè÷íóþ äëèíó. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äîñòà-
òî÷íî íàéòè ëþáîé ñîáñòâåííûé âåêòîð ~a è ïîäåëèòü åãî íà

‖~a‖ =

√√√√ n∑
j=1

a2
j −

äëèíó âåêòîðà ~a.
Èçâåñòíî, ÷òî ó ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n îáÿçàòåëüíî n ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë.

1.2.2 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ïàðû è òðîéêè ÷èñåë (äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå âåêòîðû) ìîæíî ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñåáå òî÷êàìè ïëîñêîñòè èëè, ñîîòâåòñòâåííî, òðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Âåêòîðû áîëüøåé ðàçìåðíîñòè îáû÷íî îòîæäåñòâëÿþò ñ òî÷êàìè ïðî-
ñòðàíñòâà ñ ÷èñëîì èçìåðåíèé, ðàâíûì ðàçìåðíîñòè âåêòîðà. Ïîñêîëüêó
ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ÷èñëîì èçìåðåíèé, áîëüøèì 3, îò-
ñóòñòâóåò, òî ÷àùå âñåãî ýòîò ñïîñîá - åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü
ñ òàêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Óìíîæàÿ âåêòîð íà ìàòðèöó, ìû âíîâü ïîëó÷àåì âåêòîð, à çíà÷èò êâàä-
ðàòíàÿ n×n ìàòðèöà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå n-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, à ìàòðèöà n×m � êàê ïðåîáðàçîâàíèå m-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà â n-ìåðíîå.

Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A îðòîãîíàëüíà, ò.å. A−1 = At

è n ðàâíî 2 èëè 3, òî óìíîæåíèå íà A ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó. Ïîýòîìó
è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå óìíîæåíèå íà îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê ïîâîðîò. Âîîáùå, óìíîæåíèå íà ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïîâîðîò è ðàñòÿæåíèå (íåîäèíàêîâîå ïî ðàçíûì íàïðàâ-
ëåíèÿì). Èç îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñëåäóåò, ÷òî â íàïðàâëåíèè
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà (è òîëüêî â òàêèõ íàïðàâëåíèÿõ) äåéñòâèå ìàòðèöû
ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì ðàñòÿæåíèåì.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a, ~b îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ϕ = arccos
< ~a, ~b >

‖~a‖ ‖~b‖
,

ãäå < ~a, ~b > =
∑

k akbk - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè,

~a, ~b ïåðïåíäèêóëÿðíû, åñëè < ~a, ~b > = 0. Âûïèøåì òàêæå ôîðìóëó

< ~a, ~b > = ~at~b,

âûïîëíåííóþ ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö è â ñèëó ñîãëàøåíèÿ
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âåêòîðû-ñòîëáöû.

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî C = ~a~bt - n × n - ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè ci,j =
aibj , i, j = 1, ..., n.
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1.2.3 Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ
ñâîèì ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ:

X x1 ... xn

p1 ... pn

Çäåñü x1, ..., xn � çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, p1, ..., pn � âåðîÿòíîñòè ýòèõ
çíà÷åíèé. Ìîæíî çàäàâàòü åå òàêæå ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) = P (X < t) =
∑

j:xj<t

pj .

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (èëè åå ñðåäíèì
çíà÷åíèåì) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

MX =
n∑

k=1

xkpk .

Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ýòî ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàçáðîñà åå
çíà÷åíèé âîêðóã ñðåäíåãî. Ïî îïðåäåëåíèþ,

DX = M(X −MX)2 .

Èçâåñòíî, ÷òî âñåãäà

M(X + Y ) = MX + MY, M(αX) = αMX, D(αX) = α2DX,

è åñëè X, Y íåçàâèñèìû, òî

MXY = MX MY, D(X + Y ) = DX + DY.

×èñëî σ =
√

DX íàçûâàþò ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì X.
Èçâåñòíî, ÷òî â èíòåðâàëå (MX − 3σ, MX + 3σ) ëåæèò íå ìåíåå 8/9 âñåõ
çíà÷åíèé X (íåðàâåíñòâî òðåõ ñèãì).

Âåëè÷èíà

ρ(X, Y ) =
cov(X, Y )√

DXDY
,

ãäå cov(X, Y ) = MXY − MXMY = M(X −MX)(Y −MY ) - êîâàðè-
àöèÿ ìåæäó X è Y , íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ìåæäó ýòèìè
âåëè÷èíàìè. Çíà÷åíèÿ ρ ëåæàò ìåæäó -1 è 1. Êðàéíèå åãî çíà÷åíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó X è Y . Åñëè ρ(X, Y ) = 0, òî
âåëè÷èíû íàçûâàþò íåêîððåëèðîâàííûìè. Â ÷àñòíîñòè, íåçàâèñèìûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè. Äëÿ ρ âûäåëÿþò îáû÷íî
òðè çîíû: | ρ(X, Y ) | < 1/3 ñîîòâåòñòâóåò ñëàáîé ñâÿçè (çàâèñèìîñòè) ìåæäó
X è Y , 1/3 ≤| ρ(X, Y ) | < 2/3 óìåðåííîé ñâÿçè è | ρ(X, Y ) | ≥ 2/3 ñèëüíîé
ñâÿçè. Åñëè ρ > 0 ãîâîðÿò î ïîëîæèòåëüíîé, èíà÷å îá îòðèöàòåëüíîé ñâÿçè.
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Åñëè çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû öåëèêîì çàïîëíÿþò êàêîé-ëèáî îò-
ðåçîê, òî îíà íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, è åå õàðàêòåðèçóþò ïëîò-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàèáîëåå ÷àñòî â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àåòñÿ òàê íà-
çûâàåìîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a è σ2, ïðè÷åì ïåðâûé
ïàðàìåòð ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, à âòîðîé äèñïåð-
ñèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Åãî ïëîòíîñòü èìååò âèä

p(x) =
1

σ
√

2π
exp

{
− (x− a)2

2σ2

}
.

Ïðè a = 0, σ = 1 òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì.
Âûïèøåì ïëîòíîñòü ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

ϕ(x) =
1√
2π

exp(−x2/2).

Ôóíêöèÿ

Φ(t) =

t∫
−∞

ϕ(x) dx

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èçâåñòíî,
÷òî åñëè X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a, σ2, òî Y =
(X − a)/σ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ò.å., íàïðèìåð,

P (X < t) = P

(
X − a

σ
<

t− a

σ

)
= Φ

(
t− a

σ

)
.

Íàì áóäåò íóæåí òàêæå ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ñëó÷àéíûì n-ìåðíûì
âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~x, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî x1, ..., xn � ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû. ×åðåç M~x îáîçíà÷èì âåêòîð, êàæäàÿ èç êîîðäèíàò êîòîðîãî
ðàâíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû ~x. Àíàëî-
ãîì ïîíÿòèÿ äèñïåðñèè ñëóæèò êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà C, ïðè÷åì

ci,j = cov(xi, xj), i, j = 1, ..., n.

Â ÷àñòíîñòè, cj,j = Dxj . Ñ ó÷åòîì ìàòðè÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ðàññìîòðåí-
íûõ â êîíöå ïåðâîãî ïîäïóíêòà,

C = M(~x −M~x)(~x − M~x)t.

1.3 Äàííûå íàáëþäåíèé è èõ âèäû. Ïîíÿòèå
âûáîðêè

Âñå íàøè âûâîäû òàê èëè èíà÷å îñíîâûâàþòñÿ íà íàáëþäåíèÿõ. Ðåçóëüòàòû
íàáëþäåíèé äëÿ âûÿâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé, êàê ïðàâèëî,
ôîðìèðóþòñÿ â ïîâòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Ïðîñòåéøèé è íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííûé âàðèàíò � èçìåðåíèå íåêîòîðûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê. Â
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ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìû èìååì â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè âûáîðêó îáúåìà
n, ò.å. íàáîð n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé íàä êàêîé-òî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.
Îäíî íàáëþäåíèå íàçûâàþò ýëåìåíòîì âûáîðêè èëè âûáîðî÷íûì çíà÷åíè-
åì. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîãóò âûñòó-
ïàòü ðåçóëüòàòû êàêîãî-ëèáî òåñòèðîâàíèÿ (â áàëëàõ) èëè ïðîöåíò âåðíî
îïîçíàííûõ èçîáðàæåíèé (ôîíåì). Áëèçêî ê ýòîìó ðàñïîëîæåíû äàííûå
îöåíêè áëèçîñòè â øêàëàõ "ìàêñèìàëüíî ïîõîæè � ìàêñèìàëüíî ðàçëè÷-
íû", äëÿ êîòîðûõ òàêæå íåòðóäíî óñòàíîâèòü ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ.

Â ïðàêòèêå ñîöèàëüíûõ äèñöèïëèí âñòðå÷àþòñÿ è íå÷èñëîâûå äàííûå.
Îòìåòèì, ÷òî ïîëíîñòüþ íåðåãóëÿðíûå äàííûå ïðåäñòàâèòü ñåáå äîâîëüíî
òðóäíî, è íà ïðàêòèêå îíè íå âñòðå÷àþòñÿ. Âñåãäà èìåþòñÿ íåêîòîðûå ãðóï-
ïû (êàòåãîðèè) â êîòîðûå ìîæíî îòíåñòè íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèñòèêè.
Òàêèìè ãðóïïàìè (êàòåãîðèÿìè) ìîãóò ñëóæèòü, íàïðèìåð, òåìïåðàìåíòû
èñïûòóåìûõ (4 êàòåãîðèè), äàííûå î ãåîãðàôè÷åñêîì ïðîèñõîæäåíèè íà-
áëþäåíèé, îá èõ âðåìåíè è ò.ï. (ñì. ïðèìåð ñ ïîñåòèòåëÿìè êàôå íèæå). Â
ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì î êàòåãîðèçîâàííûõ äàííûõ.

Èíòåðåñíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ òàêæå èçó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ ðàíæèðî-
âàíèÿ (ðàñïîëîæåíèÿ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà÷èìîñòè) ðÿäà ôàêòîðîâ íåçà-
âèñèìûìè ýêñïåðòàìè. Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïÿòè ñòóäåíòàì, ïîëüçóþùèì-
ñÿ îáùåñòâåííûì òðàíñïîðòîì, ïðåäëîæèëè ïðîíóìåðîâàòü â ïîðÿäêå óáû-
âàíèÿ çíà÷èìîñòè ñëåäóþùèå ôàêòîðû: × � ÷àñòîòà ñëåäîâàíèÿ òðàíñïîðòà,
Ç � ñòåïåíü åãî çàïîëíåííîñòè ïàññàæèðàìè, Î � îáîðóäîâàíèå ñàëîíà (êîì-
ôîðòíîñòü ñèäåíèé, êîíäèöèîíåð è ò.ï.), Ä � èñïðàâíîñòü äâåðåé è îêîí, Ê
� íàñòðîåíèå è äîáðîæåëàòåëüíîñòü êîíäóêòîðà, Ñ � îñâåùåíèå ñàëîíà, Ö �
ñòîèìîñòü ïðîåçäà. Ñàìîìó âàæíîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ îïðàøèâàåìîãî ôàêòî-
ðó îí ïðèñâàèâàåò íîìåð 1, ñëåäóþùåìó ïî âàæíîñòè � 2 è ò.ä. Åñëè ñòóäåíò
íå ìîæåò èëè íå õî÷åò óïîðÿäî÷èâàòü íåñêîëüêî ôàêòîðîâ (îíè äëÿ íåãî
ðàâíîöåííû), òî îí ïðèñâàèâàåò èì ðàâíûå íîìåðà (ðàíãè). Ïðè ýòîì ñóììà
âñåõ ïðèñâîåííûõ ðàíãîâ äîëæíà áûòü ðàâíà 1+2+... +7 = 28. Íàïðèìåð,
åñëè ñòóäåíò óâåðåí, ÷òî ñàìûå âàæíûå ôàêòîðû - Ö è ×, íî îí íå ìîæåò èõ
ðàçëè÷èòü, òî êàæäîìó èç íèõ ïðèñâàèâàåòñÿ ðàíã (1+2)/2 = 1,5. Äàííûå
ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðîñà ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Òàêàÿ òàáëèöà íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöåé ýêñïåðòíûõ îöåíîê.

Âñòðå÷àþòñÿ òàêæå è äàííûå, èìåþùèå ñìåøàííûé õàðàêòåð. Äëÿ ïðè-
ìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé çà 12 ïîñåòèòåëÿìè
êàôå. Íèæå x1 � ñóììà, èñòðà÷åííàÿ ïîñåòèòåëåì, x2 � âðåìÿ â ìèíóòàõ,
ïðîâåäåííîå â êàôå, x3, x4, x5 � çàêóñêà, îñíîâíîå áëþäî è íàïèòîê, âû-
áðàííûå ïîñåòèòåëåì. Çäåñü x1, x2 � ÷èñëîâûå ïåðåìåííûå, x3, x4, x5 �
íå÷èñëîâûå êàòåãîðèçîâàííûå, x3 èìååò 3 ãðàäàöèè, x4, x5 ïî 4 ãðàäàöèè.

Îñíîâíûå ìåòîäû îáðàáîòêè äàííûõ ðàçðàáîòàíû äëÿ ñëó÷àÿ ÷èñëîâûõ
äàííûõ (âûáîðîê). Ïîýòîìó âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàþò ìåòîäû ïðèäà-
íèÿ íå÷èñëîâûì äàííûì ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé (îöèôðîâêà). Òàêèå ìåòîäû
ìû îáñóäèì íèæå. Òåì íå ìåíåå, â ñèëó îáùåãî ïðîèñõîæäåíèÿ (èç íàáëþ-
äåíèé), óñëîâèìñÿ âñå íàøè äàííûå äàëåå íàçûâàòü âûáîðî÷íûìè äàííûìè.

7



Äàííûå ðàíæèðîâàíèÿ
ïÿòüþ ýêñïåðòàìè ñåìè ôàêòîðîâ ïî óáûâàíèþ çíà÷èìîñòè

ýêñïåðòû 1 2 3 4 5
ôàêòîðû

× 1 2 2 1 3
Ç 3 1 2 5 2
Î 5 3 6,5 5 5
Ä 7 4 6,5 5 4
Ê 6 7 5 5 7
Ñ 4 6 2 5 6
Ö 2 5 4 2 1

Äâåíàäöàòü ïîñåòèòåëåé êàôå
Ïîñåòèòåëü x1 x2 x3 x4 x5

1 100 63 1 4 1
2 85 63 1 2 1
3 65 45 1 2 2
4 65 45 2 2 2
5 110 95 2 3 3
6 120 95 2 3 3
7 125 135 2 3 4
8 170 95 2 1 3
9 180 135 2 1 4
10 95 63 3 4 1
11 105 95 3 3 3
12 175 135 3 4 4
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1.4 Ïåðâè÷íàÿ îáðàáîòêà è ãðóïïèðîâêà äàí-
íûõ. Ãðóáûå îøèáêè íàáëþäåíèé

Åñëè âûáîðêà X èìååò íåáîëüøîé îáúåì n, òî ìû ìîæåì íåïîñðåäñòâåííî
ïðèñòóïèòü ê ðàñ÷åòó âûáîðî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû.
×èñëî

X̄ =
1
n

n∑
i=1

xi

íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì ñðåäíèì èëè âûáîðî÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-
íèåì, à

S2 =
1
n

n∑
i=1

(xi − X̄)2 =
1
n

n∑
i=1

x2
i −

(
1
n

n∑
i=1

xi

)2

−

âûáîðî÷íîé äèñïåðñèåé. Ýòè õàðàêòåðèñòèêè íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x. X̄ è
S2 - ýòî îöåíêèMx, Dx ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé è ðàâíû ïîñëåäíèì (òå-
îðåòè÷åñêèì) õàðàêòåðèñòèêàì ëèøü ïðèáëèæåííî. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå
S2 â îñíîâíîì îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå òåîðåòè÷åñêîé äèñïåðñèè (èìååòñÿ ñè-
ñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà). ×òîáû óëó÷øèòü îöåíêó, ïðè ìàëûõ n èìååò ñìûñë
ïðèìåíÿòü ò.í. èñïðàâëåííóþ (ïðàâèëüíîå íàçâàíèå � íåñìåùåííóþ) îöåíêó
äèñïåðñèè:

S2
0 =

1
n− 1

n∑
i=1

(xi − X̄)2.

Â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå òàêèå õàðàêòåðèñòè-
êè, êàê àñèììåòðèÿ è ýêñöåññ:

AsX =
1

nS3

n∑
i=1

(xi − X̄)3, ExX =
1

nS4

n∑
i=1

(xi − X̄)4 − 3.

Çäåñü S � êîðåíü êâàäðàòíûé èç âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè S2. Ýòè âåëè÷èíû
õàðàêòåðèçóþò ñîîòâåòñòâåííî ñìåùåíèå ïèêà ïëîòíîñòè âëåâî (àñèììåò-
ðèÿ ïîëîæèòåëüíà) èëè âïðàâî (àñèììåòðèÿ îòðèöàòåëüíà) îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèíû èíòåðâàëà, è îñòðîòó (ýêñöåññ ïîëîæèòåëåí) èëè ïîëîãîñòü (ýêñ-
öåññ îòðèöàòåëåí) ýòîé ïëîòíîñòè. Ñëó÷àé íóëåâîãî ýêñöåññà ñîîòâåòñòâóåò
íîðìàëüíîé êðèâîé.

Âåëè÷èíû

X(1) = min{x1, ..., xn}, X(n) = max{x1, ..., xn}

õàðàêòåðèçóþò ðàçìàõ âûáîðêè

T = X(n) − X(1).

Äîâîëüíî ÷àñòî áûâàåò òàê, ÷òî âûáîðêà ñîäåðæèò ïîâòîðÿþùèåñÿ çíà÷å-
íèÿ èëè èìååòñÿ ìíîãî áëèçêèõ ïî âåëè÷èíå ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå âñþ
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èìåþùóþñÿ â âûáîðêå èíôîðìàöèþ óäîáíî õðàíèòü â ñãðóïïèðîâàííîì âè-
äå:

Çíà÷åíèå x1 x2 ... xk

Êîëè÷åñòâî òàêèõ
çíà÷åíèé (ïîâòîðíîñòè) n1 n2 ... nk

Î÷åâèäíî, çäåñü
∑k

j=1 nj = n. Òåïåðü âûïèñàííûå âûøå ôîðìóëû ïðèìóò
âèä

X̄ =
1
n

k∑
i=1

nixi, S2 = 1
n

∑k
i=1 ni(xi − X̄)2,

AsX =
1

nS3

k∑
i=1

ni(xi − X̄)3, ExX = 1
nS4

∑k
i=1 ni(xi − X̄)4 − 3

è äëÿ k � n âû÷èñëåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò æå-
ëàíèå "îáðàçîâàòü"ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû äàæå åñëè ñîâïàäàþùèõ ýëå-
ìåíòîâ â âûáîðêå íåò. Ýòîò ïðîöåññ íîñèò íàçâàíèå ãðóïïèðîâêè äàííûõ.

Äàëåå äàþòñÿ íåêîòîðûå ðåêîìåíäàöèè ïî ãðóïïèðîâêå íåñãðóïïèðîâàí-
íûõ ÷èñëîâûõ äàííûõ. Ãðóïïèðîâêó ìîæíî ïðîèçâîäèòü è èíà÷å, íî òå òðå-
áîâàíèÿ, êîòîðûå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ïðè ïðîâåäåíèè
ëþáîé ãðóïïèðîâêè áóäóò îòäåëüíî îãîâîðåíû.

• Îïðåäåëèì ðàçìàõ âûáîðêè è ïåðâîíà÷àëüíîå ÷èñëî ãðóïï - èíòåðâà-
ëîâ. Åñëè ýòî ÷èñëî çàðàíåå íèêàê íå áûëî îïðåäåëåíî, ðåêîìåíäóåòñÿ
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Ñòåðäæåñà

r = [log2 n] + 1,

ãäå [.] � öåëàÿ ÷àñòü, ò.å. íàèáîëüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå äàííîå.
Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî ôîðìóëû Ñòåðäæåñà
ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

n 8-15 16-31 32-63 64-127 128-255 256-511 512-1023
r 4 5 6 7 8 9 10

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ýòîò âûáîð r äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëåí, è âïîñëåä-
ñòâèè ÷èñëî ãðóïï ìîæåò ìåíÿòüñÿ.

• Îïðåäåëèì íèæíþþ ãðàíèöó ãðóïïèðîâêè. Ýòî ìîæåò áûòü ëèáî −∞
ëèáî 0, ëèáî X(1) − ε, ãäå ε - äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Íàëè÷èå çäåñü
åãî îáóñëàâëèâàåòñÿ îäíèì èç äâóõ îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ãðóïïèðîâêè,
îáÿçàòåëüíûì äëÿ ñîáëþäåíèÿ ïðè ëþáîì ñïîñîáå:

Ãðàíèöû ãðóïï íå äîëæíû ñîâïàäàòü ñ âûáîðî÷íûìè çíà÷åíèÿìè
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Ïîñëå âûáîðà íèæíåé ãðàíèöû z0 ñòðîèì îñòàëüíûå ïî ôîðìóëàì

z1 = X(1) + T/r,

zj+1 = zj + T/r, 1 ≤ j ≤ r − 2,

zr = X(n) + ε.

Âìåñòî ïîñëåäíåé ôîðìóëû ìîæíî èñïîëüçîâàòü zr = +∞. Åñëè íåêî-
òîðûå èç ïîñòðîåííûõ ãðàíèö ïîïàëè íà âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ � äâè-
ãàåì ãðàíèöû (íà ε) âëåâî èëè âïðàâî äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå áóäåò
óñòðàíåíî. Èòàê, ïîñòðîåíû ãðóïïû ∆j = [zj−1, zj ], j = 1, ..., r.

• Âû÷èñëèì nj - êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàâøèõ â ∆j , j =
1, ..., r. Òóò ïîÿâëÿåòñÿ âòîðîé îñíîâíîé ïðèíöèï ãðóïïèðîâêè:

Äëÿ âñåõ ãðóïï 3 ≤ nj ≤ 19.

Åñëè õîòÿ áû â îäíîé èç ãðóïï ýòî óñëîâèå íàðóøåíî � íåîáõîäèìî
ïåðåäâèíóòü ãðàíèöû èíòåðâàëîâ èëè îáúåäèíèòü "ñëèøêîì ïóñòûå",
èëè ðàçáèòü "ñëèøêîì íàïîëíåííûå"íà áîëåå ìåëêèå èíòåðâàëû (ñî-
âñåì íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâîé äëèíû). Ïðè ýòîì r ìîæåò èçìåíèòü-
ñÿ.

Âûäåëåííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè, è ìîæíî ïðîâîäèòü ãðóïïèðîâ-
êó "íà ãëàçîê", îðèåíòèðóÿñü ëèøü íà íèõ. Ïîñëå òîãî, êàê ìû äîáèëèñü èõ
âûïîëíåíèÿ, ãðóïïèðîâêà çàêîí÷åíà, è ìû çàìåíÿåì íàøó âûáîðêó òàáëè-
öåé

X x̃1 x̃2 ... x̃r

n1 n2 ... nr

Çäåñü x̃j - ñåðåäèíà èíòåðâàëà ∆j , j = 1, ..., r.
Ïî ñãðóïïèðîâàííîé âûáîðêå ìîæíî îïðåäåëèòü ìîäó, ìåäèàíó, ïîñòðî-

èòü ãèñòîãðàììó è ïîëèãîí ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû. Ìîäà
- ýòî íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùååñÿ çíà÷åíèå, ò.å. òî èç x̃j , äëÿ êîòîðîãî
nj ìàêñèìàëüíî. Ìåäèàíîé íàçûâàåòñÿ òî èç âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé, ëåâåå
è ïðàâåå êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî ïîðîâíó ýëåìåíòîâ âûáîðêè. Ãèñòîãðàììà
� ýòî ñòîëá÷àòàÿ äèàãðàììà, ó êîòîðîé íà èíòåðâàëå ∆i çíà÷åíèå ðàâíî
ni/n, i = 1, ..., r. Ïîëèãîíîì íàçûâàåòñÿ ëîìàíàÿ ëèíèÿ ñ óçëàìè â òî÷êàõ
ñ êîîðäèíàòàìè (x̃i, ni/n).

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð íà ãðóïïèðîâêó äàííûõ. Â îïûòå ïî èçó÷å-
íèþ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè êîëåáàíèé ðóêè îïåðàòîðà ïî-
ëó÷åíû ñëåäóþùèå àìïëèòóäíûå õàðàêòåðèñòèêè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáà-
íèé â ìì (n = 100).

11



64 72 60 67 63 65 60 75 51 80
65 62 73 62 71 63 55 56 64 61
65 69 69 65 68 58 62 52 68 72
66 62 67 60 68 60 60 58 57 60
64 59 64 65 60 63 59 60 58 62
63 55 61 45 46 64 72 70 70 63
63 41 62 60 69 71 58 60 64 70
73 52 59 54 64 65 70 65 58 52
56 55 60 54 59 71 63 55 55 58
66 62 82 54 74 58 55 62 75 62

Çäåñü X(1) = 41, X(n) = 82. Ðàçìàõ âûáîðêè T = 41. Ïåðâîíà÷àëüíîå ðåêî-
ìåíäîâàííîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ r = 7. Äëèíà òèïè÷íîãî èíòåðâàëà T/r ≈
5, 86. Ðåçóëüòàòû ïåðâè÷íîé ãðóïïèðîâêè:

èíòåðâàë ni

1 40,90-46,76 3
2 46,76-52,61 4
3 52,61-58,47 19
4 58,47-64,33 39
5 64,33-70,19 22
6 70,19-76,04 11
7 76,04-82,10 2

Îáúåäèíèì ïåðâûå äâà è ïîñëåäíèå äâà èíòåðâàëà. Ïîëó÷èì ãðóáóþ ãðóï-
ïèðîâêó:

∆i 40,90-52.61 52,61-58,47 58,47-64,33 64,33-70,19 70,19-82,10
x̃i 46,76 55,54 61,40 67,26 76,04
ni 7 19 39 22 13

Çàìåòèì, ÷òî â "ïåðåïîëíåííûõ"èíòåðâàëàõ çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíû ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

59-61 62 63-64 65 66-70
16 9 14 7 15

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàçáèòü èíòåðâàë (58,41, 70,19) íà 5 èíòåðâàëîâ.
Ïîëó÷èì

i ∆i x̃i ni

1 40,90-52,61 46,76 7
2 52,61-58,47 55,54 19
3 58,47-61,50 59,98 16
4 61,50-62,50 62,00 9
5 62,50-64,50 63,50 14
6 64,50-65,50 64,00 7
7 65,50-70,19 67,85 15
8 70,19-82,10 76,04 13
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷åíî 8 èíòåðâàëîâ. ×òîáû ïðîñëåäèòü âëèÿíèå ðàçáèå-
íèÿ íà âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè, ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ ÷åòûðåõ ñðåäíèõ:
ïî ïîëíîé âûáîðêå X̄ = 62, 52; ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâè÷íîé ãðóïïèðîâêè �
62,22; ïîñëå óñå÷åíèÿ êðàåâ (ãðóáàÿ ãðóïïèðîâêà) � 62,45; ïî îêîí÷àòåëüíîé
ãðóïïèðîâêå � 62,44. Ìû âèäèì, ÷òî îêîí÷àòåëüíàÿ ãðóïïèðîâêà íåçíà÷è-
òåëüíî ñêàçàëàñü íà ñðåäíåì, à ÷èñëî èíòåðâàëîâ óâåëè÷èëîñü. Ïîýòîìó
âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè, àñèììåòðèè è ýêñöåññà ïðîâåäåì ñ èñïîëüçîâàíèåì
ãðóáîé ãðóïïèðîâêè. Çàïîëíèì òàáëèöó

i 1 2 3 4 5
ni 7 19 39 22 13
x̃i 46,76 55,54 61,40 67,26 76,04

x̃i − X̄ -15,46 -6,68 -0,82 5,04 13,82
(x̃i − X̄)2 239,01 44,62 0,67 25,40 190,99
(x̃i − X̄)3 -3695,12 -298,08 -0,55 128,02 2639,51
(x̃i − X̄)4 57126,54 1191,16 0,45 645,24 36478,09

Âû÷èñëåíèÿ äàþò S2 = 55, 90, S =
√

S2 = 7, 48, AsX = 0,13 (ïèê ñëåãêà
âëåâî), ExX = 2,91 - 3 = -0,09 (ïèê ñêîðåå îñòðûé, ÷åì ïîëîãèé).

Ãèñòîãðàììà è ïîëèãîí

6

-

0,07
0,19

0,39

0,22

0,13

�
��

#
#

#
#

�
�
�
�
��J

J
J
J

Q
Q

QQ
A
A
A

40,9 52,6 58,5 64,3 70,2 82,1

Áûâàåò, ÷òî ñðåäè íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé ïðèñóòñòâóþò òàêèå, êîòîðûå
ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò îñòàëüíûõ. Êàê ïðàâèëî, ýòî êðàéíèå ïî âåëè÷èíå
íàáëþäåíèÿ. Ýòè íàáëþäåíèÿ (åñëè îíè äåéñòâèòåëüíî ðåçêî âûáèâàþòñÿ
èç îáùåãî ðÿäà íàáëþäåíèé) íàçûâàþò ãðóáûìè îøèáêàìè íàáëþäåíèÿ.
Èõ æåëàòåëüíî èñêëþ÷èòü èç îáðàáàòûâàåìîé âûáîðêè. Ñóùåñòâóåò ìíîãî
ñïîñîáîâ (êðèòåðèåâ) îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå íàáëþäåíèå ãðóáîé
îøèáêîé. Ýòè ñïîñîáû èíîãäà íàçûâàþò ìåòîäàìè öåíçóðèðîâàíèÿ. Îäèí
èç òàêèõ ìåòîäîâ � èñêëþ÷åíèå òåõ çíà÷åíèé, êîòîðûå îêàçàëèñü â åäèí-
ñòâåííîì ÷èñëå ïðè îñóùåñòâëåíèè ãðóïïèðîâêè âûáîðêè, äà åùå îòäåëåíû
îò îñòàëüíûõ ïóñòûìè èíòåðâàëàìè. Äðóãîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî îòáðàñûâà-
íèþ ïîäëåæèò òî çíà÷åíèå, êîòîðîå ñóùåñòâåííî èçìåíÿåò X̄ (ñì. íèæå).
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Ìû ïðèâîäèì ñëåäóþùèé êðèòåðèé: ðàññ÷èòûâàåòñÿ

t =
max | xi − X̄ |

S

è ñðàâíèâàåòñÿ ñî çíà÷åíèåì tn, ïðèâîäèìûì íèæå â òàáëèöå. Åñëè t > tn,
òî âûäåëÿþùååñÿ çíà÷åíèå íóæíî îòáðîñèòü.

n tn n tn
5 1,972 30 3,291
10 2,616 35 3,364
15 2,905 40 3,424
20 3,079 45 3,474
25 3,200 50 3,518

Ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî äëÿ óâåðåííîãî ïîëüçîâàíèÿ ýòèì êðèòåðèåì íóæ-
íî, ÷òîáû íàáëþäåíèÿ èìåëè íîðìàëüíûé (â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèÿ) õàðàê-
òåð. Ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî áóäåò äàí íèæå.

1.5 Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû. Òàáëèöû íåêî-
òîðûõ ðàñïðåäåëåíèé

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, X̄, S2 ÿâëÿþòñÿ ëèøü îöåíêàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ è äèñïåðñèè, ïðè÷åì èõ ñîâïàäåíèå ñ òåîðåòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè ïðàêòè÷åñêè èñêëþ÷åíî (èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü). Èíîãäà áûâà-
åò óäîáíî óêàçàòü èíòåðâàë, âíóòðü êîòîðîãî òåîðåòè÷åñêàÿ, íåäîñòóïíàÿ
íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåðåíèþ õàðàêòåðèñòèêà ïîïàäàåò ñ äîñòàòî÷íî áîëü-
øîé, áëèçêîé ê åäèíèöå, âåðîÿòíîñòüþ. Òàêîé èíòåðâàë íàçûâàþò äîâåðè-
òåëüíûì. Áîëåå òî÷íî, åñëè θ � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, à ε � äîñòàòî÷íî
ìàëîå ÷èñëî, òî èíòåðâàë [θ−, θ+] íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì
äëÿ θ óðîâíÿ 1−ε, åñëè íåðàâåíñòâî θ− ≤ θ ≤ θ+ âûïîëíåíî ñ âåðîÿòíîñòüþ
1− ε , èëè â 100(1− ε) ïðîöåíòàõ ñëó÷àåâ.

Ïðèâåäåì áåç îáîñíîâàíèÿ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö äîâåðè-
òåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äèñïåðñèé.

1.5.1 Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, åñëè äèñïåðñèÿ σ2 çàðà-

íåå èçâåñòíà. Òàáëèöà ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ

Íóæíûå ãðàíèöû ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

a− = X̄ − σtε√
n

, a+ = X̄ +
σtε√

n
,

ãäå tε èùåòñÿ ïî òàáëèöå ôóíêöèè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ Φ èç ñîîòíîøåíèÿ

Φ(−tε) =
ε

2
.
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Íàèáîëåå óïîòðåáèìûå tε

Φ(0, 00) = 0, 500 Φ(−1, 28) = 0, 100 Φ(−1, 64) = 0, 050
Φ(−2, 32) = 0, 010 Φ(−2, 58) = 0, 005 Φ(−2, 98) = 0, 001

Íèæå ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà Φ(x), x < 0. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé x
ïðèìåíÿåì ôîðìóëó Φ(x) = 1− Φ(−x),

Ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−
t2
2 dt

x -3,00 -2,80 -2,60 -2,40 -2,20 -2,00 -1,80 -1,60
Φ(x) 0,001 0,003 0,005 0,008 0,014 0,023 0,036 0.055

x -1,40 -1,20 -1.00 -0,80 -0,60 -0,40 -0,20 -0,10
Φ(x) 0,081 0,115 0,159 0,212 0,274 0,345 0,421 0,460

1.5.2 Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, åñëè äèñïåðñèÿ íåèçâåñò-

íà. Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

Â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîðåíü êâàäðàòíûé èç åå îöåíêè
S2, è ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ.

a− = X̄ − Sτε,n√
n− 1

, a+ = X̄ +
Sτε,n√
n− 1

,

ãäå τε,n � äâóñòîðîííÿÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ n−1
ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Åå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ èç òàáëèöû.

Äâóñòîðîííèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
(êîýôôèöèåíòû) Ñòüþäåíòà τε,n

n ε n ε
0,1 0,01 0,1 0,01

5 2,02 4,03 25 2,06 2,79
10 2,23 3,17 30 2,04 2,75
15 2,13 2,95 50 2,01 2,68
20 2,09 2,85 ∞ 1,64 2,57
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1.5.3 Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ äèñ-

ïåðñèè. Òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò

Ôîðìóëû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèö èìåþò âèä

(σ2)− =
nS2

T+
ε,n

, (σ2)+ =
nS2

T−ε,n
,

ãäå T+
ε,n � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ðàñïðåäåëåíèÿ χ2 ñ n − 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû

óðîâíÿ ε
2 , à T−ε,n � òàêàÿ æå òî÷êà óðîâíÿ 1 − ε

2 . Ýòè çíà÷åíèÿ áåðóòñÿ èç
òàáëèöû.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàñïðåäåëåíèÿ χ2

n ε n ε
0,95 0,05 0.95 0,05

1 0,39×10−5 3,84 19 10,12 30,14
2 0,103 5,99 20 10,85 31,41
3 0,352 7,81 24 13,85 36,42
4 0,711 9,49 25 14,61 37,65
5 1,15 11,07 29 17,71 42,56
6 1,64 12,59 30 18,49 43,77
9 3,33 16,92 34 21,66 48,60
10 3,94 18,31 35 22,47 49,80
14 6,57 23,68 49 33,93 66,34
15 7,26 25,00 50 34,76 67,50

1.6 Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç - îáùèå
ïðèíöèïû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íóæíî ïðèíÿòü îäíî èç äâóõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ
ðåøåíèé (ãèïîòåç) H0 èëè H1 îòíîñèòåëüíî íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû. Åñëè ïðè ýòîì ìû ðóêîâîäñòâóåìñÿ èìåþùåéñÿ âûáîðêîé X, òî
ãîâîðèì, ÷òî èìååò ìåñòî çàäà÷à ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, à ñî-
îòâåòñòâóþùåå ðåøàþùåå ïðàâèëî, óêàçûâàþùåå, êîòîðóþ èç ãèïîòåç íà-
äî ïðèíÿòü, íàçûâàþò êðèòåðèåì äëÿ ïðîâåðêè H0 ïðîòèâ H1. H0 îáû÷íî
âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî äëÿ åå ïðèíÿòèÿ íóæíû ãîðàçäî ìåíåå óáåäèòåëüíûå
àðãóìåíòû, ÷åì äëÿ òîãî, ÷òîáû åå îòâåðãíóòü. Òîãäà H0 íàçûâàþò îñíîâ-
íîé ãèïîòåçîé, à H1 � àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçîé èëè àëüòåðíàòèâîé. ×àñòî
H1 âîîáùå íå ôîðìóëèðóåòñÿ, èìåÿ ââèäó, ÷òî ýòî ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ
îòðèöàíèåì H0.

Â ñèëó øèðîêîãî ñïåêòðà ïðèìåíåíèÿ òàêèõ çàäà÷ èìååòñÿ îáøèðíàÿ
òåðìèíîëîãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ êðèòåðèÿìè. Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ââåäåì îáî-
çíà÷åíèÿ.
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Ñòàòóñ îáúåêòà
"ñëó÷àé"(H0) "íå ñëó÷àé"(H1) Âñåãî

H0 ïðèíèìàåòñÿ a b a + b
H0 îòâåðãàåòñÿ e f e + f

Âñåãî a + e b + f n

Çäåñü a � ÷èñëî òåõ èçó÷åííûõ îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðèíèìàåòñÿ H0,
è îíà äåéñòâèòåëüíî ñïðàâåäëèâà, b � ÷èñëî òåõ îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ
ìû ïðèíÿëè îñíîâíóþ ãèïîòåçó, à îíà â äåéñòâèòåëüíîñòè íå âåðíà è ò.ä.
Îïðåäåëèì íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè êðèòåðèÿ.

• Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà � e
a+e .

• Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà � b
b+f .

• Ñïåöèôè÷íîñòü, èëè ìîùíîñòü êðèòåðèÿ � f
b+f .

• ×óâñòâèòåëüíîñòü � a
a+e .

• ×àñòîòà ñëó÷àåâ � a
n .

• Îòíîñèòåëüíûé ðèñê � a
a+e : e

e+f .

• Äîëÿ ëîæíîîòðèöàòåëüíûõ � e
e+f .

• Äîëÿ ëîæíîïîëîæèòåëüíûõ � b
a+b .

Ñðåäè ýòèõ õàðàêòåðèñòèê òîëüêî òðè íåçàâèñèìûõ, îñòàëüíûå ìîãóò
áûòü âû÷èñëåíû ÷åðåç íèõ. Â ïðèêëàäíûõ ðàáîòàõ ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ
÷àñòîòà ñëó÷àåâ, ÷óâñòâèòåëüíîñòü è ñïåöèôè÷íîñòü.

Ñðåäè âñåõ êðèòåðèåâ äëÿ ïðîâåðêè êîíêðåòíûõ ãèïîòåç âûäåëÿåòñÿ
ãðóïïà òàê íàçûâàåìûõ êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ. Â îñíîâå èõ äåéñòâèÿ ëåæèò
ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñîîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòåçà H0 ñïðàâåä-
ëèâà è ïîñìîòðèì, ñîãëàñóåòñÿ ëè ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñ õàðàêòåðîì âûáî-
ðî÷íûõ äàííûõ. Åñëè íåêîòîðàÿ, ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàííàÿ,
ìåðà îòêëîíåíèÿ îæèäàåìûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïðàâåäëèâîñòè H0 îò íàáëþ-
äàåìîãî â ýêñïåðèìåíòå ïðèíèìàåò íåáîëüøèå (íå ïðåâîñõîäÿùèå íåêîòîðî-
ãî êðèòè÷åñêîãî) çíà÷åíèÿ, òî îñíîâíàÿ ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ, åñëè áîëü-
øèå � îòâåðãàåòñÿ, è ïðèíèìàåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà. Ïðè ýòîì â
êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîãî áåðåòñÿ òî çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðè H0 ïðåâîñõîäèòñÿ
âûáðàííîé ìåðîé ñ ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ (0,1, 0,01 è ò.ï.). Â ïñèõîëîãè÷å-
ñêèõ çíà÷åíèÿõ îáû÷íî âûáèðàþò ïÿòèïðîöåíòíûé óðîâåíü îøèáêè (0,05),
ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî ïðèíÿòèå îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ â 5 ïðîöåíòàõ ñëó÷à-
åâ äîïóñòèìî. Îäíàêî èíîãäà ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü óðîâíè îøèáîê, èìåþ-
ùèå äðóãèå âåëè÷èíû. Ñëåäóåò èìåòü ââèäó ÷òî, âûáèðàÿ ìåíüøèé óðîâåíü
îøèáêè, ìû óâåëè÷èâàåì äîïóñòèìûå îòêëîíåíèÿ îò èäåàëà. Ðàññìîòðèì
ïðèìåðû íåêîòîðûõ èç ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ.

17



1.6.1 Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà ñðåäíèõ çíà÷åíèé äâóõ âû-

áîðîê

Ïóñòü åñòü âûáîðêè X, Y îáúåìîâ n, m ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
n ≤ m. Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî MX = MY . Àëüòåðíàòèâà �
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ íå ñîâïàäàþò (îáû÷íî íå ôîðìóëèðóåòñÿ). Äëÿ
ïðîâåðêè ïîñòðîèì

ui = xi −
√

n
m yi, i = 1, ..., n,

Ū =
1
n

n∑
i=1

ui, S2
U = 1

n

∑n
i=1(ui − Ū)2, T =

X̄ − Ȳ

SU

√
n− 1.

Åñëè | T | íå ïðåâîñõîäèò äâóñòîðîííåé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ðàñïðåäåëåíèÿ
Ñòüþäåíòà ñ n− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû, òî ãèïîòåçó H0 ìîæíî ïðèíÿòü.

Èäåÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îïèñàííîãî çäåñü êðèòåðèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïðè ñîâïàäàþùèõ èëè íåçíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-
äàíèÿõ èìåþùèõñÿ âûáîðîê, èõ îöåíêè X̄, Ȳ áóäóò òàêæå áëèçêè, à çíà÷èò,
âåëè÷èíà T , îñíîâàííàÿ íà èõ ðàçíîñòè, äîëæíà áûòü ìàëîé. Òå ÷èñëà, íà
êîòîðûå óìíîæàåòñÿ è äåëèòñÿ ðàçíîñòü âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ T , à òàêæå âûáîð òàáëèöû äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ,
ñ êîòîðûì íóæíî ðàññ÷èòàííîå T ñðàâíèâàòü, ïðèçâàíû ïðèäàòü òî÷íûé
ñìûñë âûðàæåíèþ "ðàçëè÷èå X̄ è Ȳ íå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì áîëüøèì".

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ýòîò êðèòåðèé ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ èñ-
êëþ÷åíèÿ ãðóáûõ îøèáîê íàáëþäåíèÿ. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå âûáîðêè X
âîçüìåì Y ñ óäàëåííûì "ïîäîçðèòåëüíûì"çíà÷åíèåì (n = m − 1). Åñëè
ðàçëè÷èå MX è MY îêàçàëîñü ñóùåñòâåííûì (ïðèíÿòà àëüòåðíàòèâíàÿ
ãèïîòåçà), òî óäàëåííîå çíà÷åíèå ñëåäóåò ïðèçíàòü ãðóáîé îøèáêîé. Äëÿ
ïîëüçîâàíèÿ ýòèì êðèòåðèåì íå òðåáóåòñÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà äèñïåðñèé,
íî íóæíà íîðìàëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé X, Y .

1.6.2 Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè

Ðàññìîòðèì äâå âûáîðêè X, Y îäèíàêîâîãî îáúåìà n. Îñíîâíàÿ ãèïîòå-
çà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàáëþäàåìûå ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîððåëèðîâàíû, ò.å.
ρ(X, Y ) = 0. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå áëèçêî ê íåçàâèñèìîñòè X è Y è ÷àñòî
èì ïîäìåíÿåòñÿ, ÷òî ñîâåðøåííî çàêîííî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáå âûáîðêè
èìåþò ñîâìåñòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Èäåÿ êðèòåðèÿ ñîñòîèò çäåñü
â òîì, ÷òî åñëè íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû íåêîððåëèðîâàíû, òî âûáîðî÷íûé
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

R(X, Y ) =
XY − X̄ Ȳ

SX SY

íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ. Çäåñü

XY =
1
n

n∑
j=1

xjyj −
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ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèå, SX , SY � êâàäðàòíûå êîðíè èç âûáîðî÷íûõ äèñïåð-
ñèé X, Y ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íóëåâîì (íåçíà÷èìîì) êîýôôèöèåíòå êîððå-
ëÿöèè ðàññ÷èòàåì

T =
R
√

n− 2√
1−R2

,

ãäå R � âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè è ñðàâíèì |T | ñ äâóñòîðîí-
íåé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ n−2 ñòåïåíÿìè ñâîáî-
äû. Åñëè êðèòè÷åñêèé óðîâåíü íå ïðåâçîéäåí � êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ
íåçíà÷èìî îòëè÷àåòñÿ îò 0.

1.6.3 Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà äèñïåðñèé

Äàíû äâå âûáîðêè � X îáúåìà n è Y îáúåìà m. Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî äèñïåðñèè äâóõ íàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñîâïàäàþò.
Çäåñü êðèòåðèé îñíîâàí íà òîì, ÷òî åñëè ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà, òî îòíî-
øåíèå âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé X è Y áóäåò áëèçêî ê åäèíèöå. Ñâîåîáðàçèå
ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè íàðóøåíèè ãèïîòåçû îòêëîíåíèå îò
1 óïîìÿíóòîãî îòíîøåíèÿ âîçìîæíî â ñòîðîíû óìåíüøåíèÿ è óâåëè÷åíèÿ
íåñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. Äåëî â òîì, ÷òî óìåíüøåíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ
îãðàíè÷åíî ñíèçó íóëåì, à ñâåðõó íè÷åì íå îãðàíè÷åíî. Èìåííî ïîýòîìó
äëÿ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû ïðèõîäèòñÿ ñðàâíèâàòü ðàññ÷èòàííóþ âåëè÷è-
íó ñ äâóìÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè.

Ðàññ÷èòàåì

f =
(m− 1)nS2

X

(n− 1)mS2
Y

,

ãäå S2
X , S2

Y - âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè X, Y ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäåì ëåâóþ
f− è ïðàâóþ f+ êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñ n− 1, m− 1
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëèöå (èìååòñÿ ïðàêòè÷åñêè â
ëþáîì ó÷åáíèêå ïî ñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäàì). Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
f− ≤ f ≤ f+, òî ìîæíî ñ÷èòàòü äèñïåðñèè ðàâíûìè. Â íåêîòîðûõ òàáëèöàõ
äàíû ëèøü ïðàâûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Òîãäà, ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ òðèâè-
àëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ ñíèçó, ïðè ðàñ÷åòå f òðåáóåòñÿ áîëüøóþ âûáîðî÷íóþ
äèñïåðñèþ ðàçäåëèòü íà ìåíüøóþ (ò.å. çà X áðàòü òó èç âûáîðîê, äëÿ êî-
òîðîé SX áîëüøå).

Îòìåòèì, ÷òî âñå êðèòåðèè, ïðèâåäåííûå âûøå, êîððåêòíî ðàáîòàþò
ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ âûáîðîê èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðîâåðêà ãèïî-
òåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñàíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Â ñëó÷àå æå,
êîãäà ìû íå óâåðåíû â íîðìàëüíîñòè íàøèõ ðàñïðåäåëåíèé, èëè ãèïîòåçà
íîðìàëüíîñòè íå ïðèíèìàåòñÿ, ïðàêòèêè âñå ðàâíî ïîëüçóþòñÿ îïèñàííû-
ìè êðèòåðèÿìè, õîòÿ äîñòîâåðíîñòü èõ çàêëþ÷åíèé â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
âûñîêîé ëèøü â ñèòóàöèè, êîãäà ìû èìååì âûáîðêè î÷åíü áîëüøèõ îáúåìîâ
(íåñêîëüêî ñîòåí ýëåìåíòîâ).
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1.7 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ.
Êðèòåðèé χ2

Ïóñòü îñíîâíàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà èìååò
êîíêðåòíîå, èçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (íàïðèìåð, íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ çàðàíåå çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè a, σ2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ
íàøåé âåëè÷èíû ðàçáèòû íà ãðóïïû ∆1, ...,∆r è p1, ..., pr - âåðîÿòíîñòè ïî-
ïàäàíèÿ âåëè÷èíû, èìåþùåé òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå, â êàæäóþ èç ãðóïï
ñîîòâåòñòâåííî. Åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

∑r
i=1 pi = 1.

Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíüøå, ÷åðåç ni, i = 1, ..., r êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ âûáîð-
êè, ïîïàâøèõ â êàæäóþ èç ãðóïï. Ñòàòèñòèêîé õè-êâàäðàò íàçûâàåòñÿ

χ2 =
r∑

i=1

(ni − npi)2

npi
.

Åñëè ðàññ÷èòàííîå çíà÷åíèå χ2 ìåíüøå, ÷åì êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ðàñïðåäåëå-
íèÿ õè-êâàäðàò ñ r−1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû, òî ãèïîòåçà î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðèíèìàåòñÿ.

Êàê âèäíî èç ôîðìóëû, âñå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè ñâîäÿòñÿ ê ðàñ-
÷åòó ÷èñåë pi. Åñëè, íàïðèìåð, ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î ñòàíäàðòíîì íîð-
ìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè, è ∆i = [zi−1, zi], òî pi = Φ(zi) − Φ(zi−1). Åñëè
ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ, è ïàðà-
ìåòðû åãî íåèçâåñòíû, à èìåííî òàêàÿ ãèïîòåçà â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àåòñÿ
íàèáîëåå ÷àñòî, òî ñëåäóåò ïîëîæèòü

pi = Φ
(

zi − X̄

S

)
− Φ

(
zi−1 − X̄

S

)
(1.1)

è ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò óìåíüøàåòñÿ íà ÷èñëî
ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ìû çàìåíèëè èõ îöåíêàìè (à èõ äâà). Ýòîò ðåçóëüòàò
ñëåäóåò èç áîëåå îáùåé òåîðåìû Ôèøåðà, êîòîðóþ çäåñü ìû îáñóæäàòü íå
áóäåì.

Èòàê, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î íîðìàëüíîì õàðàêòåðå âû-
áîðêè, íóæíî ïðîèçâåñòè åå ãðóïïèðîâêó, èñïîëüçóÿ z0 = −∞, zr = ∞ è
çàïîëíèòü ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

ñòðîêà ñîäåðæàíèå ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ
1 zj ïî âûáîðêå

2 zj−X̄
S ïî ñòðîêå 1 è âûáîðêå

3 Φ
(

zj−X̄
S

)
ïî òàáëèöå Φ(x) è ñòðîêå 2

4 pj ïî ôîðìóëå (1.1) è ñòðîêå 3
5 npj ïî ñòðîêå 4
6 nj ïî âûáîðêå
7 (nj − npj)2 ïî ñòðîêàì 5, 6

8 (nj−npj)
2

npj
ïî ñòðîêàì 7, 5
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Ñóììà ïîñëåäíåé, âîñüìîé ñòðîêè è åñòü çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè χ2. Îíî ñðàâ-
íèâàåòñÿ ñ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ r−3 ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû, ãäå r � îêîí÷àòåëüíîå ÷èñëî ãðóïï.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð, ãðóïïèðîâêà äëÿ êîòîðîãî óæå áûëà ïðî-
âåäåíà. Ýòî äàííûå î êîëåáàíèè ðóêè îïåðàòîðà. Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîé
âûáîðêå X̄ = 62, 45, S = 7, 48. Ãðàíèöû ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî èíòåðâàëîâ
çàìåíÿåì áåñêîíå÷íûìè. Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó.

1 zj −∞ 52,61 58,47 64,33 70,19 ∞
2 zj−X̄

S −∞ -1,31 -0,53 0,25 1,03 ∞
3 Φ

(
zj−X̄

S

)
0 0,090 0,300 0,580 0,850 1

4 pj 0.090 0,210 0,280 0,270 0,150
5 npj 9 21 28 27 15
6 nj 7 19 39 22 13
7 (nj − npj)2 4 4 121 25 4

8 (nj−npj)
2

npj
0,444 0,190 4,321 0,926 0,267

Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêè, íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîé, íå ïîëíû, ïîñêîëüêó èíòåðâà-
ëîâ íà îäèí ìåíüøå, ÷åì èõ ãðàíèö. Ñóììà ïîñëåäíåé ñòðîêè χ2 = 6, 149.
×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû 5-3 = 2. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ïî òàáëèöå � 5,99. Ïî-
ýòîìó ôîðìàëüíî ãèïîòåçó î íîðìàëüíîì õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäó-
åò îòâåðãíóòü. Îäíàêî ñëåäóåò èìåòü ââèäó äâà îáñòîÿòåëüñòâà � áëèçîñòü
ðàñ÷åòíîãî è êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèé, à òàêæå òî, ÷òî ãðóïïèðîâêà, èñïîëü-
çóåìàÿ çäåñü, ïðîâåäåíà ñ íàðóøåíèåì îäíîãî èç äâóõ îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ
� èìåþòñÿ "ïåðåíàñåëåííûå"èíòåðâàëû. Âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå òàáëèöû
ïîêàçûâàåò, ÷òî èìåííî îäèí èç íèõ äàåò ñàìûé ñóùåñòâåííûé âêëàä â âå-
ëè÷èíó χ2. Ïîýòîìó íåîáõîäèì ïîâòîðíûé ðàñ÷åò, ïî îêîí÷àòåëüíîé ãðóï-
ïèðîâêå èç ï. 4, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî ãèïîòåçó ñëåäóåò ïðèíÿòü.

Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ χ2 ìîæíî ïðîâåðÿòü è ðÿä äðóãèõ ãèïîòåç, íàïðè-
ìåð, ãèïîòåçó îäíîðîäíîñòè, êîòîðàÿ ñîñòîèò â îòñóòñòâèè ñóùåñòâåííûõ
ðàçëè÷èé â ïîâåäåíèè äâóõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó.

Ïóñòü äàíû äâå âûáîðêè: X îáúåìà n è Y îáúåìà m. Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí ñîâïàäàþò,
ò.å. ôàêòè÷åñêè íàáëþäàåòñÿ îäíà âåëè÷èíà. Äëÿ ïðîâåðêè îáúåäèíèì äâå
âûáîðêè â îäíó îáúåìà n + m, îñóùåñòâèì åå ãðóïïèðîâêó è çàïîëíèì òà-
áëèöó, íàçûâàåìóþ òàáëèöåé ñîïðÿæåííîñòè.

èíòåðâàë 1 ... r âñåãî
÷èñëî ýëåìåíòîâ X n1 ... nr n
÷èñëî ýëåìåíòîâ Y m1 ... mr m

âñåãî n1 + m1 ... nr + mr n + m

Çàòåì ðàññ÷èòûâàåì

χ2 = (n + m)

(
r∑

i=1

n2
i

n(ni + mi)
+

r∑
i=1

m2
i

m(ni + mi)
− 1

)
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è ñðàâíèâàåì ñ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ r−1 ñòåïå-
íüþ ñâîáîäû. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íå ïðåâçîéäåíî,
ãèïîòåçó îá îäíîðîäíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü.

Çàìåòèì, ÷òî èäåÿ ýòîãî êðèòåðèÿ âåñüìà ïðîñòà � åñëè äâà íàøèõ ðÿ-
äà íàáëþäåíèé îäíîðîäíû, òî â ëþáîé èíòåðâàë äîëæíî ïîïàñòü ïðèìåð-
íî ðàâíîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïèñàííóþ ïðîöåäó-
ðó ïðè ìàëîì ÷èñëå äàííûõ ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î
íåçíà÷èòåëüíîñòè èçìåíåíèé ïðè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåðåíèÿõ ëþ-
áîé õàðàêòåðèñòèêè áåç ãðóïïèðîâêè. Íàïðèìåð, ïñèõîëîã îöåíèâàåò óðî-
âåíü òðåâîæíîñòè ó êàæäîãî ÷ëåíà íåêîòîðîé ãðóïïû äî è ïîñëå òðåíèíãà.
Íàëè÷èå âëèÿíèÿ òðåíèíãà íà ñíèæåíèå òðåâîæíîñòè äîëæíî îçíà÷àòü, ÷òî
à) ñðåäíèé óðîâåíü òðåâîæíîñòè ïîñëå òðåíèíãà ìåíüøå, ÷åì äî íåãî; è á)
ðàçëè÷èå äâóõ óðîâíåé òðåâîæíîñòè ñóùåñòâåííî. Óñëîâèå à) ïðîâåðÿåòñÿ
ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ, óñëîâèå á) ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå êðèòå-
ðèÿ.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð. Ãðóïïà ñòóäåíòîâ-ôèëîëîãîâ (X) è ãðóï-
ïà ñòóäåíòîâ-ìàòåìàòèêîâ (Y ) ïîëó÷èëà ñëåäóþùèå îöåíêè ïðè òåñòèðîâà-
íèè â áàëëàõ

ñóììà áàëëîâ 10 11 12 13 14 15 16 17 18 Âñåãî
÷èñëî X 3 4 2 7 9 11 8 5 1 50
÷èñëî Y 5 3 5 5 5 2 10 2 3 40
âñåãî 8 7 7 12 14 13 18 7 4 90

Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî χ2 = 90(1, 117 − 1) = 10, 53. Ïî òàáëèöå õè-
êâàäðàò ñ 8 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàõîäèì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó 15,57. Òàêèì
îáðàçîì, ðàçëè÷èå ðÿäîâ íåñóùåñòâåííî. è ìîæíî ïðèíÿòü ãèïîòåçó î íåñó-
ùåñòâåííîì âëèÿíèè íàïðàâëåíèÿ îáðàçîâàíèÿ íà ðåçóëüòàòû òåñòà.
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Âî âòîðîé ÷àñòè ïîñîáèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûå è óçêîñïåöè-
àëèçèðîâàííûå ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà,
ñâÿçàííûå ñ óñòàíîâëåíèåì íàëè÷èÿ è õàðàêòåðà ñâÿçè ìåæäó ïîêàçàòåëÿ-
ìè â âèäå êîíêðåòíûõ ôîðìóë, à òàêæå çàäà÷àìè ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè è
êëàññèôèêàöèè äàííûõ.

2.1 Ýêñïåðòíûå îöåíêè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîìó êîëè÷åñòâó m ëþäåé, êîòîðûõ â ýòîì êîí-
òåêñòå ïðèíÿòî íàçûâàòü ýêñïåðòàìè, ïðåäëîæèëè ïðîðàíæèðîâàòü (ïðî-
íóìåðîâàòü â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà÷èìîñòè) n êàêèõ-ëèáî ôàêòîðîâ. Åñëè
íåêîòîðûé èç óêàçàííûõ ôàêòîð ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêñïåðòà íàèáîëåå âàæåí,
òî îí ïðèñâàèâàåò åìó ðàíã (íîìåð) 1, ñëåäóþùåìó ïî çíà÷èìîñòè � 2 è
ò.ä. Åñëè êàêèå-òî íåñêîëüêî ôàêòîðîâ ýêñïåðò íå ìîæåò èëè íå õî÷åò ðàí-
æèðîâàòü, òî îí ïðèñâàèâàåò âñåì èì îäèíàêîâûå ðàíãè, ðàâíûå ñðåäíå-
ìó àðèôìåòè÷åñêîìó òåõ ðàíãîâ, êîòîðûå äîëæíû áûëè áûòü ïðèñâîåíû.
Åñòåñòâåííî, êàæäûé èç ýêñïåðòîâ âûñêàçûâàåò ñâîå ìíåíèå, è ðàíãè îäíîãî
ôàêòîðà ó ðàçíûõ ýêñïåðòîâ ìîãóò çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àòüñÿ.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íàëè÷èÿ è ñòåïåíè ñîãëàñîâàííîñòè ìíåíèé äâóõ ýêñ-
ïåðòîâ èñïîëüçóåòñÿ êîýôôèöèåíò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà, êîòî-
ðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ìåðó áëèçîñòè ìíåíèé îäíîãî ýêñïåðòà ê
ìíåíèÿì äðóãîãî:

R(X, Y ) = 1 −
6
∑n

i=1 d2
i

n3 − n− TX − TY
.

Ýòîò êîýôôèöèåíò ðàññ÷èòûâàåòñÿ äëÿ ïàðû ýêñïåðòîâ X, Y . Çäåñü di� ðàç-
íîñòü ðàíãîâ, ïðèñâîåííûõ ýêñïåðòàìè i-ìó ôàêòîðó, n � ÷èñëî îöåíèâàå-
ìûõ ôàêòîðîâ, TX , TY âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ êàæäîãî èç ýêñïåðòîâ X, Y ïî
ôîðìóëå

T =
1
2

∑
(t3j − tj),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ãðóïïàì ñâÿçàííûõ (ðàâíûõ) ðàíãîâ ó âûáðàí-
íîãî ýêñïåðòà, ïðè ýòîì tj � ÷èñëî ôàêòîðîâ ñ ðàâíûìè ðàíãàìè, ñîñòàâëÿ-
þùèõ j-þ ãðóïïó. Åñëè ó ýêñïåðòà ñâÿçàííûõ ðàíãîâ íåò, òî äëÿ íåãî T = 0.
×åì áîëüøå R, òåì ñèëüíåå ñîãëàñîâàíû ìíåíèÿ ýêñïåðòîâ. Îòðèöàòåëüíûå
æå åãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò "ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûì"ìíåíèÿì,
ò.å. ñèòóàöèè êîíôëèêòà.

Òåõ ýêñïåðòîâ, ìíåíèÿ êîòîðûõ íàèáîëåå ñîãëàñîâàíû, ìîæíî îáúåäè-
íèòü â ãðóïïó, è ðàññìàòðèâàòü ýòó ãðóïïó â êà÷åñòâå "êîëëåêòèâíîãî ýêñ-
ïåðòà". Ñóììû ðàíãîâ âñåõ ýêñïåðòîâ ãðóïïû äëÿ äàííîãî ôàêòîðà íàçû-
âàåòñÿ åãî êîëëåêòèâíûì ðàíãîì. Ðàíãè, ïðèñâîåííûå ôàêòîðàì â ñîîò-
âåòñòâèè ñ âîçðàñòàíèåì èõ êîëëåêòèâíûõ ðàíãîâ, íàçûâàþòñÿ ãðóïïîâûìè
ðàíãàìè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñ îöåíèâàíèåì ñòóäåíòàìè ñîñòîÿíèÿ îáùåñòâåííîãî
òðàíñïîðòà. Ó ïåðâîãî, âòîðîãî è ïÿòîãî ýêñïåðòîâ íåò ñâÿçàííûõ ðàíãîâ,
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à çíà÷èò T1 = T2 = T5 = 0. Ó òðåòüåãî èìååòñÿ îäíà ãðóïïà ñâÿçàííûõ
ôàêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ t1 = 2 ôàêòîðà (ðàíãè ïî 6,5). Ò.î. T3 = (23−2)/2 =
3. Ó ÷åòâåðòîãî t1 = 5 ñâÿçàííûõ ôàêòîðîâ, ïîýòîìó T4 = (53 − 5)/2 = 60.
Åñëè áû ó ýêñïåðòà èìåëîñü äâå ãðóïïû ñâÿçàííûõ ôàêòîðîâ, ñîäåðæàùèõ,
ñêàæåì, 3 è 2 ôàêòîðà, òî T = ((33 − 3) + (23 − 2))/2 = 15 äëÿ òàêîãî
ýêñïåðòà. Ïðîèçâåäåì, íàïðèìåð, ðàñ÷åò

R(1, 2) = 1 − 6×

× (1−2)2+(3−1)2+(5−3)2+(7−4)2+(6−7)2+(4−6)2+(2−5)2

73−7−0−0 ≈ 0, 41.

Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Çàïîëíèì òàáëèöó.

Êîýôôèöèåíòû ðàíãîâîé êîððåëÿöèè

â çàäà÷å î ñòóäåíòàõ è òðàíñïîðòå

Ýêñïåðòû 1 2 3 4 5
1 1 0,41 0,75 0,78 0,64
2 - 1 0,24 0,22 0,61
3 - - 1 0,40 0,43
4 - - - 1 0,56
5 - - - - 1

Íèæíÿÿ ÷àñòü òàáëèöû íå çàïîëíåíà, ò.ê. R(i, j) = R(j, i) äëÿ âñåõ ïàð èí-
äåêñîâ, ò.å. òàáëèöà ñèììåòðè÷íà. Îáúåäèíèì â ãðóïïó ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî
ýêñïåðòà, ò.ê. ìàêñèìàëüíàÿ ñîãëàñîâàííîñòü ìíåíèé íàáëþäàåòñÿ èìåííî
ìåæäó íèìè. Ìîæíî áûëî áû ê íèì äîáàâèòü òðåòüåãî, íî îí, íåñìîòðÿ íà
åãî õîðîøóþ ñîãëàñîâàííîñòü ñ ïåðâûì, èìååò íå î÷åíü õîðîøåå ñîãëàñîâà-
íèå ñ ÷åòâåðòûì. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òàáëèöû ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
R(2, 5) � ìîæíî ñôîðìèðîâàòü åùå îäíó ãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç âòîðîãî è
ïÿòîãî ýêñïåðòîâ. Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ãðóïïà ìîæåò ñîñòîÿòü èç ëþáîãî
÷èñëà ýêñïåðòîâ, íî âñå îíè ïîïàðíî äîëæíû èìåòü áîëüøèå ïîëîæèòåëü-
íûå êîýôôèöèåíòû Ñïèðìåíà. Íî ó íàñ ãðóïïû ïîëó÷èëèñü ñîñòîÿùèìè íå
áîëåå, ÷åì èç äâóõ ýêñïåðòîâ. Èòàê,

• 1-ÿ ãðóïïà: 1, 4 ýêñïåðòû;

• 2-ÿ ãðóïïà: 2, 5 ýêñïåðòû;

• 3-ÿ ãðóïïà � 3-é ýêñïåðò.

Êîëëåêòèâíûå ðàíãè fi â ãðóïïàõ:

ãðóïïû ô à ê ò î ð û
÷ ç î ä ê c ö

1 2 8 10 12 11 9 4
2 5 3 8 8 14 12 6
3 2 2 6,5 6,5 5 2 4

Çàïîëíèì òàáëèöó ãðóïïîâûõ ðàíãîâ:
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ãðóïïû ô à ê ò î ð û
÷ ç î ä ê c ö

1 1 3 5 7 6 4 2
2 2 1 4,5 4,5 7 6 3
3 2 2 6,5 6,5 5 2 4

Òåïåðü, ñ÷èòàÿ êàæäóþ ãðóïïó íîâûì (ãðóïïîâûì) ýêñïåðòîì, ñíîâà ìîæíî
âû÷èñëèòü ÷èñëà Ti, i = 1, 2, 3 óæå äëÿ ãðóïï è, íàïðèìåð, îöåíèòü ñîãëàñî-
âàííîñòü ìíåíèé ðàçíûõ ãðóïï. Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî çíà÷èìîñòü îòëè÷èÿ
R îò íóëÿ ìîæíî ïðîâåðÿòü, ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì äëÿ êîýôôèöèåíòà êîð-
ðåëÿöèè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè âíóòðè óæå ïîñòðîåííûõ ãðóïï ïðè-
ìåíÿþò òàê íàçûâàåìûé êîýôôèöèåíò êîíêîðäàöèè, êîòîðûé ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ ìåæäó 0 è 1. ×åì îí áîëüøå, òåì ëó÷øå ñîãëàñîâàíà ãðóïïà. Ýòîò
êîýôôèöèåíò âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëå

W =
6Sg

mg(n3 − n)− 6Tg
,

ãäå Tg � ñóììà ÷èñåë T äëÿ âñåõ ýêñïåðòîâ ãðóïïû, mg � êîëè÷åñòâî ýêñ-
ïåðòîâ â ãðóïïå, à

Sg =
1

mg

n∑
j=1

(fi − Lg)2,

à ÷èñëî Lg åñòü ñðåäíèé êîëëåêòèâíûé ðàíã ãðóïïû:

Lg =
1
n

n∑
j=1

fi.

Ó íàñLA = LB = 8, LC = 4, SA = 41, SB = 45, SC = 25, 5, TA = 20, TB =
0, TC = 5, à çíà÷èò WA = WB = 0, 8, WC = 1. Âûâîäû ñäåëàéòå ñàìè.

2.2 Ðåãðåññèîííûé àíàëèç

Åñëè èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàâèñèò îò
äðóãîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y (íàïðèìåð, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó
íèìè çíà÷èìî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ), òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âîññòàíîâèòü ôîð-
ìóëó, âûðàæàþùóþ ýòó çàâèñèìîñòü. Åñòåñòâåííî, ðå÷ü ìîæåò èäòè òîëüêî
î ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå èç êàêîãî-òî ïàðàìåòðè÷åñêîãî êëàññà ôîðìóë,
èç êîòîðûõ íàèáîëåå ïðîñòû ëèíåéíûå çàâèñèìîñòè:

Y = αX + β, X = kY + b. (2.2)

Ïàðàìåòðû α, β, k, b ïîäáèðàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, èç óñëîâèé

S(α, β) =
n∑

i=1

(Yi − αXi − β)2 → min
α,β

(2.3)
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è

T (k, b) =
n∑

i=1

(Xi − kYi − b)2 → min
k,b

(2.4)

Òàêîé ìåòîä ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ íàçûâàþò ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ. Ãåîìåòðè÷åñêè ïðîöåññ ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ ó íàñ èìåþñÿ íà-
áîð ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ äàííûõ âèäà

x1 x2 ... xn

y1 y2 ... yn

êîòîðûå ïîëó÷åíû â n ýêñïåðèìåíòàõ, â i-ì èç êîòîðûõ îäíîâðåìåííî íà-
áëþäàëàñü ïàðà (xi, yi) (ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åå êàê òî÷êó Ai íà ïëîñêî-
ñòè). Èòàê, ìû ïîëó÷èëè n òî÷åê. Óðàâíåíèÿ (2.2) çàäàþò íà ýòîé ïëîñêîñòè
ïðÿìûå ëèíèè, à çàäà÷è ïîäáîðà èõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî òåïåðü ïåðåôîð-
ìóëèðîâàòü, êàê çàäà÷ó ïðîâåäåíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ êàê ìîæíî áëèæå
ê ýòèì òî÷êàì.

Íàéäåííûå èç óñëîâèé (2.3 , 2.4) óðàâíåíèÿ (2.2) ìîãóò áûòü çàïèñàíû
òàê:

Y = ρ
SY

SX
(X − X̄) + Ȳ , X = ρ

SX

SY
(Y − Ȳ ) + X̄,

ãäå ρ� âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, SX , SY � êîðíè êâàäðàòíûå
èç âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé X, Y ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè äâà óðàâíåíèÿ íàçûâà-
þòñÿ óðàâíåíèÿìè ïðÿìûõ ðåãðåññèè.

Åñëè ìû íå õîòèì îãðàíè÷èâàòüñÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ è íå íóæäà-
åìñÿ â ïðîñòûõ ôîðìóëàõ, íî õîòèì óâèäåòü õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ìåæäóX
è Y íàãëÿäíî, èìååò ñìûñë ïîñòðîèòü òàê íàçûâàåìîå ïîëå êîððåëÿöèè. Äëÿ
ýòîãî îñóùåñòâèì ãðóïïèðîâêó âûáîðêè X íà r ãðóïï A1, ..., Ar, à âûáîð-
êó Y ðàçîáüåì íà s ãðóïï B1, ..., Bs. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆i,j ïðÿìîóãîëüíèê,
ïðîåêöèè êîòîðîãî íà îñè Ox è Oy ñîâïàäàþò ñ Ai è Bj ñîîòâåòñòâåííî. Äâó-
ìåðíûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè X, Y ïîïàäàåò, òàêèì îáðàçîì, â ∆i,j òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ∈ Ai è Y ∈ Bj . Ïóñòü n1, ..., nr êîëè÷åñòâà ýëåìåí-
òîâ X â A1, ..., Ar, à m1, ...,ms � ýëåìåíòîâ Y â B1, ..., Bs ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëèì ãðóïïîâûå ñðåäíèå

Ȳ(i) = 1
ni

∑
{k:Xk∈Ai} Yk, i = 1, ..., r,

X̄(j) = 1
mj

∑
{k:Yk∈Bj} Xk, j = 1, ..., s.

Äàëåå ïîñòðîèì íà ïëîñêîñòè Oxy ëîìàíûå ñ óçëàìè â òî÷êàõ ñ êîîðäè-
íàòàìè (X̃i, Ȳ(i)), i = 1, ..., r è (X̄(j), Ỹj), j = 1, ..., s. Íàïîìíèì, ÷òî X̃i �

ýòî ñåðåäèíà îòðåçêà Ai, à Ỹj � ñåðåäèíà Bj . Ïîñòðîåííûå ëîìàíûå íàçû-
âàþò ýìïèðè÷åñêèìè ëèíèÿìè ðåãðåññèè, è èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðèáëèæåííûå ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé Y îò X è X îò Y .

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîçâîëÿþò ïðèáëèæåííî ïðåäñêàçûâàòü, êà-
êîå çíà÷åíèå áóäåò ïðèíèìàòü îäíà èç âåëè÷èí, åñëè çíà÷åíèå äðóãîé íàì
èçâåñòíî. Êîíå÷íî æå, ðå÷ü èäåò íå î òî÷íîì çíà÷åíèè, à ëèøü îá îöåíêå.
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2.3 Äèñïåðñèîííûé àíàëèç

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âûÿâëåíèÿ è îöåíêè ñòåïåíè âëèÿíèÿ íåêîòîðîãî ôàêòî-
ðà A íà èçìåí÷èâîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, ÿâëÿåò-
ñÿ ëè âëèÿíèå ôàêòîðà íà ýòó âåëè÷èíó ñóùåñòâåííûì. Ôàêòîð A ïðè ýòîì
îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ íå÷èñëîâûì êàòåãîðèçîâàííûì èëè ÷èñëîâûì, ïðèíèìàþ-
ùèì íåáîëüøîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Åãî ãðàäàöèè ïðèíÿòî íàçûâàòü óðîâíÿìè.
Îïèøåì èäåþ êðèòåðèÿ.

Ïóñòü íàì èçâåñòíà äèñïåðñèÿ D0X âåëè÷èíû X, è ìû èìååì âûáîðêó
çíà÷åíèé X ïîä äåéñòâèåì ôàêòîðà A. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A íå âëèÿåò íà
èçìåí÷èâîñòü, òî îöåíåííàÿ ïî âûáîðêå äèñïåðñèÿ D íå çíà÷èìî îòëè÷àåòñÿ
îò D0X. Åñëè æå DX > D0X, òî ñëåäóåò ïðèçíàòü ñóùåñòâåííûé õàðàêòåð
âëèÿíèÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ,

DX = D0X + DAX,

ãäå ÷åðåç DAX îáîçíà÷åíà ÷àñòü äèñïåðñèè, îáúÿñíÿåìàÿ âëèÿíèåì ôàêòî-
ðà A. Åñëè æå èññëåäóåìûõ ôàêòîðîâ íåñêîëüêî, òî

DX = D0X + DAX + DBX + DA,BX + ...

Èäåÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ôàêòîðîâ îñíîâàíà íà èçó÷åíèè äîëè äèñïåðñèè, êî-
òîðàÿ îáúÿñíÿåòñÿ ÷åðåç èçó÷àåìûé ôàêòîð.

Ñôîðìóëèðóåì ïðåäïîëîæåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðèìåíåíèÿ îïèñûâà-
åìîãî äàëåå àïïàðàòà:

1. âûáîðêè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû (ïðîâåðêà îïèñàíà â ðàçäåëå "Ïðî-
âåðêà ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ);

2. èçó÷àåìûé ôàêòîð âëèÿåò íà ñðåäíåå çíà÷åíèå X (ñïðàâåäëèâîñòü
ýòîãî èññëåäîâàòåëü äîëæåí ïðîâåðèòü íà îñíîâå ñâîåãî ïðåäûäóùåãî
îïûòà èëè èíòóèöèè);

3. äèñïåðñèè X â êàæäîé èç ãðàäàöèé ôàêòîðîâ îäíîðîäíû, ò.å. èõ îò-
ëè÷èÿ íåçíà÷èìû (ïðîâåðêà îïèñàíà â ðàçäåëå "Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà
äèñïåðñèé).

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ïðè ðåøåíèè îáùåé ïðîáëåìû äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà �
îöåíèòü âëèÿíèå êàæäîãî èç îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà ôàêòîðîâ íà
çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû. Ïåðâûé ýòàï çàäà÷è � îöåíêà îáùåãî âëè-
ÿíèÿ ãðóïïû ôàêòîðîâ, âòîðîé - ÷àñòíîãî (ïàðöèàëüíîãî) âëèÿíèÿ êàæäîãî
èç ôàêòîðîâ ãðóïïû.

Âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàçíîâèäíîñòè äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà: ïî ÷èñ-
ëó ôàêòîðîâ âëèÿíèÿ; ïî êîëè÷åñòâó ãðàäàöèé (óðîâíåé) èçìåíåíèÿ èçó÷à-
åìûõ ôàêòîðîâ, íàïðèìåð, 3- èëè 2-õ óðîâíåâûé; ïî íàëè÷èþ èëè îòñóò-
ñòâèþ ïîâòîðíûõ (ïàðàëëåëüíûõ) èñïûòàíèé. Ðàçëè÷àþò òàêæå ïîëíûé è
äðîáíûé, ò.å. ñîäåðæàùèé ïðîïóùåííûå óðîâíè ïðè èñïûòàíèÿõ, äèñïåðñè-
îííûé àíàëèç.
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Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïîëíûé îäíîôàêòîðíûé äèñïåðñèîííûé àíàëèç ñ
ïàðàëëåëüíûìè èñïûòàíèÿìè. Èñõîäíûå äàííûå ñîáðàíû â òàáëèöó. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîì èç m óðîâíåé ôàêòîðà ïîñòàâëåíî ïî n ïàðàë-
ëåëüíûõ èñïûòàíèé, â êîòîðûõ íàáëþäàëîñü çíà÷åíèå âåëè÷èíû X. Åå çíà-
÷åíèÿ, íàáëþäåííûå â i-ì èñïûòàíèè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôàêòîð íàõî-
äèëñÿ íà j-ì óðîâíå, îáîçíà÷åíû xi,j .

Èñïûòàíèå Óðîâíè
A1 ... Am

1 x1,1 ... x1,m

... ... ... ...
n xn,1 ... xn,m

ñðåäíèå x̄1 ... x̄m

Îáúåì âûáîðêè çäåñü, òàêèì îáðàçîì, ðàâåí N = nm. Îáîçíà÷èì

¯̄X =
1
m

m∑
j=1

x̄j =
1

nm

n∑
i=1

m∑
j=1

xi,j .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

m∑
j=1

n∑
i=1

(xi,j − ¯̄X)2 =
m∑

j=1

n∑
i=1

(xi,j − x̄j)2 + n
m∑

j=1

(x̄j − ¯̄X)2.

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ÷åðåç Q, äâîéíóþ ñóììó â ïðàâîé
÷àñòè ÷åðåç Q0, à âòîðîå ñëàãàåìîå ñïðàâà áåç ìíîæèòåëÿ n ÷åðåç QA. Ïðè
ýòîì Q èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îáùàÿ èçìåí÷èâîñòü X, Q0 êàê ñóììà èçìåí-
÷èâîñòåé âíóòðè óðîâíåé, à QA êàê èçìåí÷èâîñòü X ìåæäó óðîâíÿìè, ò.å.
ïðè ïåðåõîäå îò óðîâíÿ ê óðîâíþ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

u =
∑m

j=1

∑n
i=1 x2

i,j , t =
∑m

j=1

∑n
i=1 xi,j ;

z = 1
n

∑m
j=1 (

∑n
i=1 xi,j)

2
,

òî

Q = u− 1
N

t2; Q0 = u− z; QA = z − 1
N

t2.

Îïðåäåëèì

DA =
QA

m− 1
, D0 =

Q0

N −m
, F =

DA

D0
.

Òåïåðü ñðàâíèì ðàññ÷èòàííîå ïî âûáîðî÷íûì äàííûì çíà÷åíèå F ñ ïðàâîé
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñ m−1, m(n−1) ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû. Åñëè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íå ïðåâçîéäåíî, ñëåäóåò ïðèíÿòü ãèïîòåçó
îá îòñóòñòâèè çíà÷èìîãî âëèÿíèÿ ôàêòîðà A íà âåëè÷èíó X.

Ïðèìåð. Ñðàâíèòü òðè ìåòîäà ïðåïîäàâàíèÿ (èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íî-
ãî íàãëÿäíîãî ìàòåðèàëà äëÿ îáó÷åíèÿ). Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ â òðåõ
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Ñðàâíåíèå òðåõ ìåòîäîâ ïðåïîäàâàíèÿ

ó÷àùèéñÿ ìåòîä 1 ìåòîä 2 ìåòîä 3
1 9 15 18
2 11 16 14
3 10 15 17
4 12 10 9
5 7 13 14
6 11 14 17
7 12 15 16
8 10 7 15
9 13 13 16
10 11 15 8
11 13 15 14
12 11 14 10
13 10 11 16
14 12 15 15
15 13 10 17 âñåãî

ñóììû Sj 165 198 216 t = 579
ñóììû êâàäðàòîâ 1853 2706 3242 u = 7801

S2
j 27225 39204 46656 v = 113085

ãðóïïàõ ó÷åíèêîâ ïî 15 ÷åëîâåê â áàëëàõ, à òàêæå íåêîòîðûå ïðîìåæó-
òî÷íûå ðàñ÷åòíûå õàðàêòåðèñòèêè è èõ îáîçíà÷åíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â òàáëèöå.
Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå N = 45.

Âû÷èñëèì ïî òàáëèöå z = (S1 + S2 + S3)/15 = 7539, 0. Òåïåðü ìû
ãîòîâû ïðèâåñòè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà:

• Ôàêòîðíàÿ âàðèàòèâíîñòü QA = z − t2

N = 89, 2, DA = 44, 6.

• Ñëó÷àéíàÿ âàðèàòèâíîñòü Q0 = u − z = 262, 0, D0 = 6, 24.

• Îáùàÿ âàðèàòèâíîñòü Q = u − t2

N = 351, 2.

• Çíà÷åíèå êðèòåðèÿ F = 7, 15.

Ïî òàáëèöå ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñ 2, 42 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, íàõîäèì êðè-
òè÷åñêóþ òî÷êó óðîâíÿ 0,01. Îíà ðàâíà 5,15. Ïîñêîëüêó ðàñ÷åòíîå çíà÷å-
íèå êðèòåðèÿ áîëüøå, òî ñëåäóåò ïðèçíàòü ñóùåñòâåííîñòü âëèÿíèÿ ìåòîäà
ïðèìåíåíèÿ íàãëÿäíûõ ìàòåðèàëîâ íà óñïåâàåìîñòü ó÷àùèõñÿ. Áîëåå òîãî,
îïðåäåëÿÿ äîëþ QA â Q, âèäèì, ÷òî ïðèìåðíî òðåòü èçìåí÷èâîñòè áàëëîâ
òåñòèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü îáúÿñíåíà ÷åðåç ýòîò ôàêòîð.
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2.4 Ïðîáëåìà îòáîðà íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ
ïîêàçàòåëåé

Ïóñòü ïðè èçó÷åíèè n îáúåêòîâ ó êàæäîãî èç íèõ íàáëþäàåòñÿ áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî p ïîêàçàòåëåé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óìåíüøåíèÿ ÷èñëà p ñ íàèìåíü-
øèìè ïîòåðÿìè èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùèõñÿ â íàøèõ íàáëþäåíèÿõ. Ïðè
ýòîì èññëåäîâàòåëåì ìîãóò ñòàâèòüñÿ ñëåäóþùèå öåëè:

1. áîëüøàÿ íàãëÿäíîñòü (âèçóàëèçàöèÿ) äàííûõ;

2. ëàêîíèçì ïîëó÷àåìîé ìîäåëè, îáîçðèìîñòü è ïðîñòîòà çàâèñèìîñòåé;

3. ñæàòèå îáúåìîâ õðàíèìîé èíôîðìàöèè î íàáëþäåíèÿõ.

Êîíå÷íî æå, âîçìîæíû èíûå öåëè èëè êîìáèíàöèÿ ïåðå÷èñëåííûõ. Ìåíü-
øåå êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ q (êàê ïðàâèëî, q � p ) ìîæåò âûáèðàòüñÿ èç
óæå èìåþùèõñÿ p èëè ñòðîèòüñÿ âíîâü, êàê êîìáèíàöèè íàáëþäàåìûõ ïî-
êàçàòåëåé. Âîçìîæíû ðàçíûå âàðèàíòû òðåáîâàíèé ê íîâûì ïîêàçàòåëÿì,
íàïðèìåð:

• íàèáîëüøàÿ èíôîðìàòèâíîñòü (â ðàçíûõ ñìûñëàõ);

• âçàèìíàÿ íåçàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëåé èëè èõ íåêîððåëèðîâàííîñòü;

• íàèìåíüøåå èñêàæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû äàííûõ è ò.ä.

Â çàâèñèìîñòè îò âèäà òðåáîâàíèé çàäàåòñÿ êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ
ïðåäëàãàåìîé ñèñòåìû ïðèçíàêîâ è ñòðîèòñÿ àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî ïî-
ñòðîåíèÿ. Ïðè ýòîì èìååòñÿ òðè îñíîâíûõ òèïà ïðåäïîñûëîê ê óñïåøíîìó
ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è:

1. äóáëèðîâàíèå èíôîðìàöèè (ñèëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè);

2. íåèíôîðìàòèâíîñòü íåêîòîðûõ èç ïîêàçàòåëåé (èõ íåçíà÷èòåëüíàÿ èç-
ìåí÷èâîñòü ïðè ïåðåõîäå îò îáúåêòà ê îáúåêòó);

3. âîçìîæíîñòü àãðåãèðîâàíèÿ, ò.å. îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ ïîêàçàòåëåé
â îäèí áåç ñóùåñòâåííîãî óùåðáà äëÿ èíôîðìàòèâíîñòè.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ôîðìàëüíî. Ïóñòü x(1), ...x(p) � íà-
áëþäàåìûå ïîêàçàòåëè, X = (x(1), ..., x(p)), Z = Z(X) - q-ìåðíàÿ âåê-
òîðíàÿ ôóíêöèÿ, q � p, Z(X) = (Z(1)(X), ..., Z(q)(X)), Iq(Z(X)) � ìåðà èí-
ôîðìàòèâíîñòè èëè êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè. Ýòîò êðèòåðèé îïðåäåëÿåòñÿ
ñóùíîñòüþ ðåøàåìîé çàäà÷è. Âàðèàíòû I áóäóò ïðèâåäåíû íèæå. Ïðåä-
ïîëîæèì òàêæå, ÷òî çàäàí êëàññ F äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé Z. Òîãäà
çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê: ïîñòðîèòü òàêîå Z̃ èç êëàññà F , ÷òî

Iq(Z̃(X)) = max
Z∈F

Iq(Z(X)).

Òîò èëè èíîé âûáîð I, F ïðèâîäèò ê ìåòîäó ãëàâíûõ êîìïîíåíò, ôàêòîðíî-
ìó àíàëèçó, ìåòîäó ýêñòðåìàëüíîé ãðóïïèðîâêè ïðèçíàêîâ, ìíîãîìåðíîìó
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øêàëèðîâàíèþ, äèñïåðñèîííîìó èëè ðåãðåññèîííîìó àíàëèçó. Äâà èç ýòèõ
ìåòîäîâ óæå ðàññìîòðåíû íàìè, äðóãèå áóäóò ðàññìîòðåíû ïîçäíåå.

Îòìåòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíóþ êëàññèôèêàöèþ ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
ìîæíî ïðîâåñòè ïî âèäó êðèòåðèÿ èíôîðìàòèâíîñòè. Íåêîòîðûå èç íèõ îá-
ëàäàþò òàê íàçûâàåìûìè àâòîèíôîðìàòèâíûìè êðèòåðèÿìè, ò.å. òàêèìè,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé äàííûõ. Òàêîâûìè, íàïðè-
ìåð, ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è àâòîìàòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè (êëàñòåðíîãî àíàëè-
çà), ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò, çàäà÷à ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ. Äðóãèå
äëÿ âûÿñíåíèÿ îïòèìàëüíîñòè ïðèâëåêàþò ñîîáðàæåíèÿ, íå çàëîæåííûå â
ñòðóêòóðå äàííûõ (òàê íàçûâàåìûå âíåøíèå êðèòåðèè). Ê òàêîâûì îòíî-
ñèòñÿ äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç è óæå ðàññìîòðåííûé ðåãðåññèîííûé àíà-
ëèç. Äåéñòâèòåëüíî, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøàÿ
êîððåëèðîâàííîñòü Y è aX + b, ïðè÷åì çàäàíèå Y íå íàõîäèòñÿ â ðàñïîðÿ-
æåíèè ýêñïåðèìåíòàòîðà, ò.å. îí ÿâëÿåòñÿ "âíåøíèì"ïî îòíîøåíèþ ê ïðî-
âîäèìûì ýêñïåðèìåíòàì.

2.5 Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Âûáåðåì â êà÷åñòâå F (êëàññà äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ïðåäûäóùå-
ãî ðàçäåëà) êëàññ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âõîäÿùèõ â çàäà÷ó ïîêàçàòåëåé.
Ìû ñòàâèì çàäà÷ó âûáðàòü òàêèå êîìáèíàöèè ïîêàçàòåëåé, êîòîðûå èìåþò
íàèáîëüøóþ èçìåí÷èâîñòü ïðè ïåðåõîäå îò îáúåêòà ê îáúåêòó. ×àñòî ýòî
äåéñòâèòåëüíî âîçìîæíî. Íàïðèìåð, ïðè ñíÿòèè ìåðêè ñ êëèåíòà ïîðòíîé
ñíèìàåò 11 ïîêàçàòåëåé, òîãäà êàê ïðè ïîêóïêå ãîòîâîé îäåæäû ìû äîâîëü-
ñòâóåìñÿ äâóìÿ - òðåìÿ (ðàçìåð, ðîñò, ïîëíîòà). Ïðè ýòîì âåëè÷èíîé, êî-
ëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçóþùåé èçìåí÷èâîñòü, áóäåò, êàê âñåãäà, äèñïåðñèÿ.
Äîãîâîðèìñÿ òàêæå, ÷òî åñëè îäíà èëè íåñêîëüêî íóæíûõ íàì êîìáèíàöèé
óæå íàéäåíû, òî ñëåäóþùèå ìû áóäåì èñêàòü òàê, ÷òîáû îíè áûëè íåêîð-
ðåëèðîâàíû ñ óæå èìåþùèìèñÿ.

Ôîðìàëüíî: ïóñòü X � p-ìåðíûé âåêòîð, µ � âåêòîð åãî ñðåäíèõ, S � p×p
� êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè çàäàí ôîðìóëîé

Iq =

∑q
j=1 Dz(j)∑p
i=1 Dx(i)

→ max,

ãäå Z = L(X − µ), L − − q × p-ìàòðèöà ñ îðòîãîíàëüíûìè ñòðîêàìè
(ïîäáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè).

Èòàê, ïåðâàÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà � òàêàÿ öåíòðèðîâàííî - íîðìèðîâàí-
íàÿ êîìáèíàöèÿ êîîðäèíàò X, êîòîðàÿ îáëàäàåò íàèáîëüøåé äèñïåðñèåé
ñðåäè âñåõ òàêèõ êîìáèíàöèé, ..., k-ÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà � òàêàÿ öåíòðè-
ðîâàííî - íîðìèðîâàííàÿ êîìáèíàöèÿ, êîòîðàÿ íåêîððåëèðîâàíà ñ k − 1
ïðåäûäóùèìè ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè è ñðåäè âñåõ òàêèõ êîìáèíàöèé îá-
ëàäàåò íàèáîëüøåé äèñïåðñèåé. Çíà÷èò, ýëåìåíòû ìàòðèöû L äëÿ ïåðâîé
ãëàâíîé êîìïîíåíòû ïîäáèðàåì èç óñëîâèé

D
∑

l
(1)
j x(j) → max, èëè

∑
i,j

Si,j l
(1)
i l

(1)
j → max,
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÷òî â ìàòðè÷íîé çàïèñè èìååò âèä

< Sl(1), l(1) > → max
l1

,

è àíàëîãè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ òîãäà, êîãäà Sl(1) è l(1) êîë-
ëèíåàðíû, ò.å. l(1) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû S, îòâå÷àþùèì
íåêîòîðîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ, à çíà÷èò

< Sl(1), l(1) > = λ‖l(1)‖2.

Åñëè ìû ïîéìåì, ÷òî íàéòè íàïðàâëåíèå ìîæíî, ëèøü óêàçûâàÿ îïðåäå-
ëÿþùèé åãî âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, òî ìîæíî ïîëîæèòü ‖l(1)‖ = 1. Òå-
ïåðü ïîíÿòíî, ÷òî ïåðâàÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà çàäàåòñÿ íàïðàâëåíèåì òîãî
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû êîâàðèàöèé, êîòîðûé îòâå÷àåò íàáîëüøåìó
åå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âòîðàÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçàíà ñî âòîðûì ïî âåëè÷èíå ñîáñòâåííûì ÷èñëîì S è ò.ä. Ïðè ýòîì äèñ-
ïåðñèÿ j-é ãëàâíîé êîìïîíåíòû ðàâíà ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λj . Ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è âîçìîæíî âñåãäà, ò.ê. S � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ ìàòðèöà. Åñëè âñå ïàðàìåòðû èçìåðåíû â åäèíèöàõ îäíîãî ìàñøòàáà,
òî ïðè âûáîðå îäíîé ãëàâíîé êîìïîíåíòû

Iq =
λ1

λ1 + ... + λp
,

èíà÷å ïàðàìåòðû ñëåäóåò ïðåäâàðèòåëüíî íîðìèðîâàòü.
Ãåîìåòðè÷åñêè ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì íàøè îáúåêòû òî÷êàìè â p-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Òîãäà ïåðâàÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà � íàïðàâëåíèå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå,
ïðîåêöèè íà êîòîðîå âñåõ òî÷åê-îáúåêòîâ íàèáîëåå ðàçáðîñàíû. Îñòàëüíûå
êîìïîíåíòû èìåþò òîò æå ñìûñë, íî ïîäáèðàþòñÿ ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ èç
íàáëþäàåìûõ äàííûõ âëèÿíèÿ âñåõ ïðåäûäóùèõ, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêè ñîîò-
âåòñòâóåò ïðîåöèðîâàíèþ òî÷åê íà ãèïåðïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå
âñåì ðàíåå ïîñòðîåííûì êîìïîíåíòàì. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, êðèòåðèé çäåñü
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì, ò.å. èñïîëüçóåò ëèøü äàííûå îáðàáàòûâàåìîãî ýêñïå-
ðèìåíòà.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð. Ïî äàííûì èçìåðåíèé â ìèëëèìåòðàõ
äëèíû x1, øèðèíû x2 è âûñîòû x3 ïàíöèðÿ 24 îñîáåé îäíîãî èç âèäîâ ÷å-
ðåïàõ îïðåäåëåíà âûáîðî÷íàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà

S =

 451, 39 271, 17 168, 70
271, 17 171, 73 103, 29
168, 70 103, 29 66, 65

 .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðåøàåì êóáè÷åñêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå. Åãî êîðíè: λ1 = 680, 40, λ2 = 6, 50 λ3 = 2, 86. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

l1 =

 0, 81
0, 50
0, 31

 , l2 =

 −0, 55
0, 83
0, 10

 , l3 =

 −0, 21
−0, 25

0.95

 .
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Îòñþäà ïðè i = 1,2,3 ïîëó÷àåì z(i) = < li, X >, ãäå X � âåêòîð îòêëîíåíèé
xj îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé.

Âû÷èñëèì âåëè÷èíû âêëàäà êîîðäèíàò Z â èçìåí÷èâîñòü ïàðàìåòðîâ.
Ïðè ýòîì

λ1

λ1 + λ2 + λ3
= 0, 9864,

ò.å. áîëåå 98 ïðîöåíòîâ èíôîðìàöèè î âñåõ òðåõ ðàçìåðàõ ñîäåðæèòñÿ â
ïåðâîé ãëàâíîé êîìïîíåíòå � à çíà÷èò, åå è íóæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êëàñ-
ñèôèêàöèè. Êàê ñëåäóåò èç íàéäåííîãî âèäà ñîáñòâåííîãî âåêòîðà l1, ïðè
çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ x1, x2, x3 è ñðåäíèõ X̄1, X̄2, X̄3 êàæäîãî èç ïîêàçàòåëåé,
çíà÷åíèÿ ïåðâîé ãëàâíîé êîìïîíåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

z1 = 0, 81(x1 − X̄1) + 0, 50(x2 − X̄2) + 0, 31(x3 − X̄3).

2.6 Ïîñòðîåíèå ïðàâèë êëàññèôèêàöèè (êëà-
ñòåðíûé è äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç)

Çàäà÷à ãðóïïèðîâêè, îáúåäèíåíèÿ áëèçêèõ äàííûõ â íåêîòîðûå êëàññû,
ðàññìàòðèâàëàñü âûøå íà ïðèìåðå îäíîìåðíûõ ÷èñëîâûõ äàííûõ. Â ñëó-
÷àå æå, êîãäà ñ êàæäûì èç èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ ñâÿçàíî p > 1 ïîêàçàòåëåé
îíà ãîðàçäî áîëåå ñëîæíà. Åñëè ìû ïðîñòî õîòèì âûäåëèòü íåêîòîðîå êî-
ëè÷åñòâî ãðóïï "åñòåñòâåííî áëèçêèõ"ê äðóã äðóãó îáúåêòîâ, òî ãîâîðÿò,
÷òî ìû èìååì äåëî ñ çàäà÷åé êëàññèôèêàöèè áåç îáó÷åíèÿ èëè êëàñòåð-
íûì àíàëèçîì (êëàñòåðàìè íàçûâàþò òå ñàìûå ãðóïïû, ôîðìèðîâàíèå êî-
òîðûõ ÿâëÿåòñÿ íàøåé öåëüþ). Èòàê, êðèòåðèåì èíôîðìàòèâíîñòè çäåñü
ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ áëèçîñòü îáúåêòîâ îäíîãî êëàñòåðà ìåæäó ñîáîé
è îòíîñèòåëüíàÿ óäàëåííîñòü äðóã îò äðóãà îáúåêòîâ ðàçíûõ êëàñòåðîâ �
âíóòðåííèé (àâòîèíôîðìàòèâíûé) êðèòåðèé. Ìû íå áóäåì çäåñü îñòàíàâëè-
âàòüñÿ íà àëãîðèòìàõ êëàñòåðíîãî àíàëèçà � èõ ìîæíî íàéòè â ëèòåðàòóðå,
ñïèñîê êîòîðîé ïðèâåäåí â êîíöå ïîñîáèÿ, à åùå áîëåå ïðàâèëüíûì ïîäõî-
äîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðè íåîáõîäèìîñòè èìåþùèõñÿ â äîñòàòî÷íîì
êîëè÷åñòâå ïðèêëàäíûõ ïàêåòîâ îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ íà êîì-
ïüþòåðå.

Îòëè÷èåì â ïîñòàíîâêå çàäà÷è äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî èìåþùèåñÿ êëàññû, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðûì íóæíî ïðîèçâåñòè êëàññè-
ôèêàöèþ, çàðàíåå çàäàíû, ïðè÷åì çàäàíû ñâîèìè "òèïè÷íûìè" ïðåäñòàâè-
òåëÿìè. Èìåííî ïîýòîìó çàäà÷ó äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà íàçûâàþò èíî-
ãäà çàäà÷åé êëàññèôèêàöèè ñ ó÷èòåëåì. Â ðîëè ó÷èòåëÿ âûñòóïàþò íàáîðû
çàäàííûõ òèïè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé � èìåííî íà îñíîâàíèè èõ çàäàííûõ
ïàðàìåòðîâ ìû è îáó÷àåì ñòðîÿùååñÿ ïðàâèëî êëàññèôèêàöèè. Öåëüþ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òàê íàçûâàåìîãî ïðîãíîñòè÷åñêîãî ïðàâèëà, êîòîðîå äëÿ
íåêîòîðîãî íîâîãî îáúåêòà óêàæåò, ê êàêîìó èç èìåþùèõñÿ êëàññîâ îí äîë-
æåí áûòü îòíåñåí. Ïðàâèëî íàçûâàþò ïðîãíîñòè÷åñêèì, ïîñêîëüêó óêàçà-
íèå êëàññà åñòü â íåêîòîðîì ñìûñëå ëèøü ïðîãíîç ðàçâèòèÿ ñîáûòèé, à
ïðàâèëüíî ëè áûëà ïðîèçâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ, ìû óçíàåì ëèøü ïîçäíåå.
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Íàèáîëåå ïîíÿòíûì ïðèìåðîì çäåñü, çàîäíî ïðîÿñíÿþùèì òåðìèíîëîãèþ,
ñëóæèò çàäà÷à óñòàíîâëåíèÿ ìåäèöèíñêèõ äèàãíîçîâ � âíåøíèé êðèòåðèé.

Êîíå÷íî æå, èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷è. Óïîìÿíåì çäåñü ìåòîä áëèæàéøèõ ñîñåäåé äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ
çàðàíåå îïðåäåëåííûõ ñâîèìè ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññîâ. Äëÿ íàãëÿäíîñòè
ïðåäñòàâèì, êàê îáû÷íî, íàøèõ òèïè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé è íîâûé îáúåêò
òî÷êàìè â p-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Çàôèêñèðóåì çàðàíåå íå÷åòíîå ÷èñëî k
è îïðåäåëèì k áëèæàéøèõ ñîñåäåé íîâîé òî÷êè ñðåäè òèïè÷íûõ ïðåäñòàâè-
òåëåé. Òî÷êó îòíîñèì â òîò êëàññ, ê êîòîðîìó îòíîñÿòñÿ áîëüøèíñòâî èç k
áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Îïèøåì òàêæå è áîëåå ôîðìàëüíûé ìåòîä, èñïîëüçóþùèé ëèíåéíîå ïðî-
ãíîñòè÷åñêîå ïðàâèëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1, a2 � âåêòîðû ñðåäíèõ çíà÷å-
íèé êàæäîãî èç p ïîêàçàòåëåé, ðàññ÷èòàííûå äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî êëàññà
îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî, V � îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âåêòîðà ïî-
êàçàòåëåé. Åñëè çàäàíî òàê íàçûâàåìîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå C, òî ðåøåíèå
îá îòíåñåíèè íåêîòîðîãî íîâîãî îáúåêòà ñ íàáîðîì ïîêàçàòåëåé X ïðèíè-
ìàåòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ âåëè÷èíû

h(X) = V −1(a1 − a2)(X − a1 + a2

2
)

ñ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì. Îáû÷íî C âûáèðàþò òàê. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå h(X)
íà âñåõ ýëåìåíòàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè, ïðèíàäëåæàùèõ ïåðâîìó è âòîðîìó
êëàññó. Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äîëæíî ðàçäåëÿòü äâà ýòèõ íàáîðà çíà÷åíèé.
Ïîñëå ýòîãî íàø îáúåêò îòíîñÿò ê ïåðâîìó êëàññó, åñëè h(X) > C, èíà÷å
êî âòîðîìó.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè äîëæíî ïîäõîäèòü C = 0, íî íà ïðàêòèêå ýòî íå
âñåãäà òàê. Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé â îáîèõ êëàññàõ íîðìàëüíû è
êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé ðàçëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî,
òî îïèñàííîå çäåñü ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìè-
çàöèè îøèáîê êëàññèôèêàöèè. Åñëè æå íå òàê, òî ýòî � íàèëó÷øåå ïðàâèëî
ñðåäè ëèíåéíûõ ïðîãíîñòè÷åñêèõ ïðàâèë.

2.7 Ôàêòîðíûé àíàëèç

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îáúÿñíåíèÿ èçìåí÷èâîñòè ïîêàçàòåëåé x(1), ..., x(p) ÷åðåç
íåïîñðåäñòâåííî íå íàáëþäàåìûå (ëàòåíòíûå) ôàêòîðû f (1), ..., f (q). Óñëî-
âèìñÿ òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ôàêòîðû f ìåæäó ñîáîé íåêîððåëèðîâàíû. Öåëüþ
íàøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäåò âûÿâëåíèå è èíòåðïðåòàöèÿ ëàòåíòíûõ ôàêòî-
ðîâ. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò òàêæå æåëàíèå ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî ýòèõ ôàê-
òîðîâ è ñòåïåíü çàâèñèìîñòè èñõîäíûõ ïîêàçàòåëåé îò òîé ÷àñòè èõ èçìåí-
÷èâîñòè, êîòîðàÿ íå îáúÿñíÿåòñÿ ÷åðåç f (i) � è äâà ýòèõ æåëàíèÿ ïðîòèâî-
ðå÷èâû. Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü èçìåí÷èâîñòü ëàòåíòíûõ ôàêòîðîâ êàê
ïðè÷èíó, à èçìåí÷èâîñòü íàáëþäàåìûõ ïîêàçàòåëåé êàê ñëåäñòâèå.

Ïåðåéäåì ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ïîäáèðàåìûå ôàêòîðû áóäóò îáú-
ÿñíÿòü ëèøü èçìåí÷èâîñòü íàáëþäàåìûõ ïîêàçàòåëåé, à íå èõ àáñîëþòíûå
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çíà÷åíèÿ. â ñèëó ÷åãî áóäåì ñ÷èòàòü x(j) öåíòðèðîâàííûìè, òî åñòü îáëà-
äàþùèìè íóëåâûìè ñðåäíèìè. Åñëè îíè òàêèìè íå áûëè, òî ýòîãî ëåãêî
äîáèòüñÿ, âû÷èòàÿ ñðåäíèå èç çíà÷åíèé êàæäîãî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
âëèÿíèå ôàêòîðîâ ëèíåéíî, ò.å.

X = QF + U,

ãäå Q −− p×q-ìàòðèöà íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ ôàê-
òîðàõ F , íàçûâàåìàÿ ìàòðèöåé íàãðóçîê ëàòåíòíûõ ôàêòîðîâ íà ïîêàçàòå-
ëè X, U � âåêòîð îñòàòî÷íûõ êîìïîíåíò, íå îáúÿñíÿåìûé ÷åðåç ââîäèìûå
ôàêòîðû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå U èìååò íîðìàëüíûé õàðàê-
òåð, åãî êîìïîíåíòû íåçàâèñèìû è íå çàâèñÿò îò F . ×åðåç V îáîçíà÷èì
êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó U . Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò çàäà÷ ðåãðåññèè
è äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå, êðîìå X â âûïè-
ñàííîé ôîðìóëå íåèçâåñòíî.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü ñâÿçü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñ ìåòîäîì ãëàâíûõ
êîìïîíåíò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëèñü (âîçìîæíî, â íåîãðàíè÷åííîì ÷èñëå)
òàêèå ôàêòîðû, ÷òî

X = AF, Df (i) = 1, i = 1, 2...

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A è âåêòîð F â äàííîé çàïèñè îïðåäåëåíû íåîä-
íîçíà÷íî, äîñòàòî÷íî âçÿòü Z = CF, òîãäà X = (AC)Z. Ìàòðèöà C ìî-
æåò áûòü ëþáîé, íî íåîáõîäèìîñòü ñîõðàíåíèÿ íåêîððåëèðîâàííîñòè íîâûõ
ôàêòîðîâ, íàêëàäûâàåò íà íåå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè. Èòàê, ïîñëå íàõî-
æäåíèå êàêèõ-òî A,F âîçìîæíî âðàùåíèå. Òåïåðü ÷åðåç F (m) îáîçíà÷èì
"óðåçàííûé"âåêòîð (îñòàâëÿåì òîëüêî ïåðâûå m êîîðäèíàò), à ÷åðåç Am

ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì "óðåçàííóþ"ìàòðèöó è âìåñòî X ðàññìîòðèì

X̂(m) = AmF (m).

Åñëè òåïåðü ìû îáúÿâèì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ìèíèìàëüíîå îòëè÷èå
êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö èñõîäíûõ ïîêàçàòåëåéX è "óðåçàííûõ"ïîêàçàòåëåé
X̂(m) , òî ïîëó÷èì, ÷òî

f (i) =
1√
λi

f̃ (i),

ãäå f̃ (i) - i-ÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà, à i -é ñòîëáåö ìàòðèöû A èìååò âèä
√

λili
, li - ñîáñòâåííûé âåêòîð êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû S èñõîäíûõ ïîêàçàòå-
ëåé, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λi. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ìû
ïðèõîäèì ê ìåòîäó ãëàâíûõ êîìïîíåíò. Åñëè æå âçÿòü çà êðèòåðèé îïòè-
ìàëüíîñòè ìàêñèìàëüíîå îáúÿñíåíèå êîððåëÿöèè ìåæäó èñõîäíûìè ïîêà-
çàòåëÿìè ñ ïîìîùüþ ëàòåíòíûõ ôàêòîðîâ, íàïðèìåð, îöåíèâ àäåêâàòíîñòü
òàêîãî îáúÿñíåíèÿ ÷åðåç áëèçîñòü êîâàðèàöèé ìåæäó x(i), x(j) è x̂(i), x̂(j)

ñîîòâåòñòâåííî, ïðèäåì ê çàäà÷å ôàêòîðíîãî àíàëèçà.
Â èñõîäíîé ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ìíîãî ïàðàìåòðîâ äëÿ èõ òî÷-

íîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó îáû÷íî íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëü-
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íûå óñëîâèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî èñêàòü ìàòðèöó íàãðóçîê â âèäå

Q =


q1,1 0 0 ... 0
q2,1 q2,2 0 ... 0
... ... ... ... ...

qq,1 qq,2 qq,3 ... qq,q

... ... ... ... ...
qp,1 qp,2 qp,3 ... qp,q

 ,

ò.å. ïåðâûé ïîêàçàòåëü ìû îáúÿñíÿåì òîëüêî ÷åðåç ïåðâûé ôàêòîð, âòîðîé
ïîêàçàòåëü � ÷åðåç ïåðâûé è âòîðîé è ò.ä. Âîçìîæíû, êîíå÷íî, è äðóãèå
âàðèàíòû óñëîâèé, èíîãäà îáúÿñíÿþùèåñÿ âíóòðåííåé ëîãèêîé ðåøàåìîé
çàäà÷è.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ äëÿ îöåíèâàíèÿ ìàòðèöû
íàãðóçîê Q è ìàòðèöû êîâàðèàöèé V îñòàòî÷íîé êîìïîíåíòû. Ìû îñòàíî-
âèìñÿ òîëüêî íà öåíòðîèäíîì ìåòîäå, ïîäðîáíîå îïèñàíèå êîòîðîãî òàêæå
íå âõîäèò â íàøè çàäà÷è. Îïèøåì òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
ýòîãî ìåòîäà. Àêêóðàòíûé æå ïîäñ÷åò ýòèì èëè äðóãèì ìåòîäîì â êàæ-
äîé êîíêðåòíîé çàäà÷å îñòàâèì íà äîëþ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè (ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå èìååòñÿ â ëþáîì ïàêåòå ïðèêëàäíûõ
ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîãðàìì).

Îòîæäåñòâèì x(1), ..., x(p) c âåêòîðàìè, âûõîäÿùèìè èç íà÷àëà êîîðäè-
íàò òàê, ÷òîáû êîñèíóñû óãëîâ ìåæäó i-ì è j-ì áûëè áû ðàâíû êîýôôè-
öèåíòàì êîððåëÿöèè ρi,j , à äëèíû ýòèõ âåêòîðîâ � Dx(i). Èçìåíèì íàïðàâ-
ëåíèÿ íåêîòîðûõ èç ýòèõ âåêòîðîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå òàê, ÷òîáû êàê
ìîæíî áîëüøåå ÷èñëî êîâàðèàöèé ñòàëè áû ïîëîæèòåëüíûìè (îáðàçóåì òåñ-
íûé "ïó÷îê"). Îáîçíà÷èì ÷åðåç f (1) öåíòðàëüíûé âåêòîð "ïó÷êà", èìåþùèé
åäèíè÷íóþ äëèíó. Ïåðåéäåì òåïåðü ê îñòàòî÷íûì ïîêàçàòåëÿì, âû÷èòàÿ èç
êàæäîãî èç âåêòîðîâ ïðîåêöèþ f (1) íà åãî íàïðàâëåíèå:

x(i1) = x(i) − q̂i,1f
(1).

Äàëåå ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ñ îñòàòî÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè äî òåõ ïîð, ïîêà íå
áóäåò âûäåëåíî íóæíîå ÷èñëî ïîêàçàòåëåé è îïðåäåëåíû îöåíêè íàãðóçîê
Q̂. Äëÿ îöåíèâàíèÿ V ïðèìåíÿåì ñîîòíîøåíèå

V̂ = S − Q̂Q̂t.

Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ ôàêòîðíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îöåíèâà-
íèÿ çíà÷åíèé ëàòåíòíûõ ôàêòîðîâ äëÿ êàæäîãî èçó÷àåìîãî îáúåêòà. ×òîáû
ïîíÿòü çíà÷èìîñòü ýòîé çàäà÷è, îòìåòèì, ÷òî íàïðèìåð ïðè èçó÷åíèè ðå-
çóëüòàòîâ íåêîòîðîãî èíòåëëåêòóàëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ â ðîëè ëàòåíòíûõ
ôàêòîðîâ îáû÷íî âûñòóïàþò ñïîñîáíîñòè òåñòèðóåìîé ëè÷íîñòè, à ÷èñëåí-
íàÿ îöåíêà òàêèõ ñïîñîáíîñòåé â òîé èëè èíîé øêàëå âåñüìà ïðèâëåêàòåëü-
íà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q, V ìû óæå îöåíèëè. Ìåòîä Áàðòëåòòà èíòåðïðåòè-
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ðóåò F , êàê êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè q íà x:

x
(i)
k =

q∑
j=1

qi,jf
(j)
k + u

(i)
k , i = 1, ..., p, k = 1, ..., n.

Èõ íàõîäèì äàëåå, ïðèìåíÿÿ, êàê îáû÷íî, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

F̂k = (Q̂tV̂ −1Q̂)−1Q̂tXk, k = 1, ..., n.

Äðóãîé ìåòîä, ìåòîä Òîìñîíà, "âûâîðà÷èâàåò"îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ
íàèçíàíêó. Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ci,j , ó÷àñòâóþùèå â ñîîòíîøåíèè F̂ =
CX ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ò.å. ðåøèì çàäà÷ó íà ìèíèìóì:

n∑
k=1

q∑
i=1

M(f (i)
k −

p∑
j=1

ci,jx
(k)
j )2 → min

C
.

Ïðè ýòîì, õîòÿ ñàìè f
(i)
k íåèçâåñòíû, íàì äîñòàòî÷íî çíàòü èõ äèñïåðñèè è

êîâàðèàöèè, êîòîðûå ëåãêî èçâëåêàþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

M

((
X
F

)(
X
F

)t
)

=
(

QQt + V Q
Qt I

)
.

Ïîëó÷àåì

F̂k = (I + Q̂tV̂ −1Q̂)−1Q̂V̂ −1Xk, k = 1, ..., n.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð. Ïîñëå èçó÷åíèÿ îöåíîê 220 àíãëèéñêèõ
øêîëüíèêîâ ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíîê ïî ãýëü-
ñêîìó ÿçûêó, àíãëèéñêîìó ÿçûêó, èñòîðèè, àðèôìåòèêå, àëãåáðå è ãåîìåò-
ðèè:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 qi,1 qi,2

x1 1 0,439 0,410 0,288 0,329 0,248 0,606 0,337
x2 0,439 1 0,351 0,354 0,320 0,329 0,611 0,197
x3 0,410 0,351 1 0,164 0,190 0,181 0,458 0,384
x4 0,288 0,354 0,164 1 0,595 0,570 0,683 -0,365
x5 0,329 0,320 0,190 0,595 1 0,464 0,686 -0,335
x6 0,248 0,329 0,181 0,570 0,464 1 0,575 -0,212
Ìàòðèöà áûëà ïîäâåðãíóòà áèôàêòîðíîìó àíàëèçó. Â ïîñëåäíèõ äâóõ

ñòîëáöàõ òàáëèöû ïðèâåäåíû íàãðóçêè, ïîëó÷åííûå öåíòðîèäíûì ìåòîäîì.
Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � ïîäñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ äâóõ ëàòåíòíûõ ôàêòîðîâ äëÿ
êàæäîãî èç 220 ó÷åíèêîâ, ïîñëå ÷åãî äàííûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ãåîìåòðè-
÷åñêè â âèäå îáëàêà èç 220 òî÷åê ïëîñêîñòè. Ìåòîä Òîìñîíà äàåò

f1 = 0, 245x1 + 0, 208x2 + 0, 158x3 + 0, 278x4 + 0, 271x5 + 0, 157x6,

f2 = 0, 352x1 + 0, 201x2 + 0, 309x3 − 0, 351x4 − 0, 303x5 − 0, 126x6.

Ïðîñòîé àíàëèç òàáëèöû è ïîëó÷åííûõ ôîðìóë äàåò âîçìîæíîñòü èíòåð-
ïðåòèðîâàòü f1 êàê îáùóþ îäàðåííîñòü, à f2 êàê ãóìàíèòàðíóþ îäàðåííîñòü
øêîëüíèêà.
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2.8 Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå

Àëãîðèòìû ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå àêòó-
àëüíûõ ñåãîäíÿ çàäà÷ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ îïðîñîâ èëè èçìå-
ðåíèé. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ìàòåðèàëà ìû ðàññìàòðèâàåì íàáîð n îáúåêòîâ
è êâàäðàòíóþ ìàòðèöó δ ïîðÿäêà n, â êîòîðîé íà (i, j)-ì ìåñòå ðàñïîëîæåíî
÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå ñòåïåíü ïîõîæåñòè (è â ýòîì ñëó÷àå ìû íàçûâàåì
åå ìàòðèöåé ñõîäñòâ) èëè ñòåïåíü ðàçëè÷èÿ (ìàòðèöà ðàçëè÷èé) i-ãî è j-
ãî îáúåêòîâ. Ýòà ìàòðèöà ïîëó÷åíà ïóòåì îïðîñà îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
ëþäåé, êîòîðûõ çäåñü ìû âíîâü áóäåì íàçûâàòü ýêñïåðòàìè. Åñëè ìíåíèÿ
êàæäîãî èç ýêñïåðòîâ çàíîñèëèñü â îòäåëüíóþ ìàòðèöó, òî çàäà÷à íàçûâà-
åòñÿ øêàëèðîâàíèåì èíäèâèäóàëüíûõ ðàçëè÷èé (ØÈÐ).

Ïîñëå ëèêâèäàöèè íåèçáåæíûõ ïðè îïðîñàõ íåñîîáðàçíîñòåé (íàïðèìåð,
ðàçëè÷èå ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì îáúåêòàìè íåîáõîäèìî óðàâíÿòü ñ ðàçëè-
÷èåì ìåæäó âòîðûì è ïåðâûì îáúåêòàìè), ìû ìîæåì ïðèñòóïàòü ê ðåøå-
íèþ ñàìîé çàäà÷è. Îíà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê. Èçîáðàçèòü îáú-

åêòû òî÷êàìè â ïðîñòðàíñòâå íåáîëüøîãî ÷èñëà èçìåðåíèé òàê, ÷òîáû

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ñîîòâåòñòâîâàëè áû èõ ðàçëè÷èÿì. Èç ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷è âèäíî, ÷òî ñíà÷àëà îò ìàòðèöû ñõîäñòâ íóæíî ïåðåéòè ê ìàòðèöå
ðàçëè÷èé, à çàòåì ðàçëè÷èÿ èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàññòîÿíèÿ. Äëÿ ýòî-
ãî, êðîìå ëèêâèäàöèè íåñèììåòðè÷íîñòè â ìàòðèöå ðàçëè÷èé, íåîáõîäèìî
äîáèòüñÿ, ÷òîáû ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿëè íåðàâåíñòâàì òðå-
óãîëüíèêà, òî åñòü äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë i, j, k

δi,j ≤ δi,k + δk,j .

Ýòî äåëàåòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ êî âñåì ýëåìåíòàì ìàòðèöû ðàçëè÷èé, êðî-
ìå äèàãîíàëüíûõ, íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííîãî ÷èñëà c.
Ïîäðîáíåå òàêîé ïðîöåññ îïèñàí â ïðèìåðå íèæå.

Çàòåì ìàòðèöà ðàçëè÷èé ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî àëãîðèòìà äâîéíîãî
öåíòðèðîâàíèÿ ïåðåâîäèòñÿ â ìàòðèöó ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Ñôîðìó-
ëèðóåì îñíîâíóþ çàäà÷ó íåìíîãî áîëåå òî÷íî.

Ó íàñ èìååòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî ìàòðèö ∆l ñ ýëåìåíòàìè δl
i,j , ïðåäñòàâ-

ëÿþùèå ñîáîé îöåíêè ðàññòîÿíèé ìåæäó i-ì è j-ì îáúåêòàìè ñ òî÷êè çðå-
íèÿ l-ãî ýêñïåðòà (âîçìîæíî, ïðîñòî ðàíãè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññòîÿíèé).
Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé êîìáèíàöèè òî÷åê, èçîáðà-
æàþùèõ íàøè îáúåêòû â q-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (q=1,2 èëè 3) òàê, ÷òîáû
ðàíãîâûé ïîðÿäîê ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè ñîâïàäàë ñ îïðåäåëåííûì â ∆l

(åñëè ìàòðèöà áûëà îäíà), èëè íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîãëàñîâûâàëñÿ ñî âñå-
ìè èìåâøèìèñÿ ìàòðèöàìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò î øêàëèðîâàíèè
èíäèâèäóàëüíûõ ðàçëè÷èé. Ýòó çàäà÷ó çäåñü ìû áîëåå íå áóäåì óïîìèíàòü.

Îáû÷íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ èñïîëüçóþò àë-
ãîðèòì Òîðãåðñîíà, îäíó èç ìîäèôèêàöèé êîòîðîãî ðàññìîòðèì íèæå. Èç
ìàòðèöû ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âûäåëèì q íîðìèðîâàííûõ ãëàâíûõ êîì-
ïîíåíò (ñì. ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåë). Ïóñòü x̂0

i,k, i = 1, ...n, k = 1, ..., q -
êîîðäèíàòû îáúåêòîâ â ãëàâíûõ êîìïîíåíòàõ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè îá-
ðàçóþò ñòàðòîâóþ (ïåðâóþ) êîíôèãóðàöèþ àëãîðèòìà, ïîñêîëüêó èìåííî ñ
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íåå ìû íà÷èíàåì ðàáîòó. Ïåðâîíà÷àëüíûå îöåíêè ðàññòîÿíèé âû÷èñëÿåì ïî
ôîðìóëå

d̂1
i,j =

√∑
k

(x̂0
i,k − x̂1

j,k)2.

Áóäåì ýòè îöåíêè äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü îòêëîíåíèÿìè. Õàðàêòåðèñòèêîé
êà÷åñòâà êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü è íèæå êîìáèíàöèé ñëóæèò òàê
íàçûâàåìûé ñòðåññ-êðèòåðèé

S =

√√√√∑i,j(d̂
c
i,j − d̂c−1

i,j )2∑
i,j(d̂

c−1
i,j )2

.

Çäåñü d̂0
i,j = δi,j , à c � íîìåð èòåðàöèè, êîòîðûé íà ñòàðòå àëãîðèòìà ðà-

âåí åäèíèöå. Îêîí÷àòåëüíóþ êîíôèãóðàöèþ, òî åñòü òàêóþ, äàëüíåéøåå
óëó÷øåíèå êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåöåëåñîîáðàçíîé ââèäó ìàëîé âåëè÷è-
íû ñòðåññà, íàçîâåì ôèíàëüíîé.

Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, íà÷èíàþùèéñÿ ñî ñòàðòîâîé êîíôè-
ãóðàöèè. Ñíà÷àëà ðàñïîëîæèì âñå ïàðû (i, j), i, j = 1, ..., n ïî âîçðàñòàíèþ
ðàçëè÷èé δi,j , ïàðàëëåëüíî ñ íèìè ðàçìåñòèâ îòêëîíåíèÿ d̂i,j â ñëåäóþùåì
ñòîëáöå. Ðàâíûå îòêëîíåíèÿ îáúåäèíÿåì â áëîêè (íà ïåðâîì øàãå ÷àùå
âñåãî êàæäûé èç áëîêîâ ñîäåðæèò ðîâíî îäèí îáúåêò). Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòàïà
ñîñòîèò â ìíîãîêðàòíûõ ïðîõîäàõ ïî ñòîëáöó îòêëîíåíèé. Åñëè îòêëîíåíèÿ
â ñëåäóþùåì áëîêå ìåíüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåì, òî îáúåäèíÿåì èõ â îäèí
íîâûé áëîê, çàìåíÿÿ â íåì âñå îòêëîíåíèÿ íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêèå îò-
êëîíåíèé ïî îáúåäèíÿåìûì áëîêàì. Èíà÷å íå ìåíÿåì íè÷åãî. Ïðèçíàêîì
îêîí÷àíèÿ ýòîé ÷àñòè ýòàïà ñëóæèò îòñóòñòâèå èçìåíåíèé ïðè î÷åðåäíîì
ïðîõîäå.

Âòîðàÿ ÷àñòü ýòàïà ñîñòîèò â ïåðåñ÷åòå êîîðäèíàò è îòêëîíåíèé ïî ôîð-
ìóëàì

x̂c+1
i,j = x̂c

i,j + 1
n

∑n
k=1

(
1 − di,k

d̂c
i,k

)
(x̂c

k,j − x̂c
i,j)

d̂c+1
i,j =

√∑
k(x̂c+1

i,k − x̂c+1
j,k )2,

Çäåñü di,j - îòêëîíåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ïåðâîé ÷àñòè
ýòàïà, c - íîìåð ýòàïà.

Äëÿ îòêëîíåíèé â íîâîé êîíôèãóðàöèè âû÷èñëèì âåëè÷èíó ñòðåññà S.
Åñëè îíà íåñóùåñòâåííà (ìåíüøå âûáðàííîãî çàðàíåå ìàëîãî ÷èñëà) � ôè-
íàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïîñòðîåíà, èíà÷å ïîâòîðÿåì îïèñàííûé âûøå ýòàï,
ïðèíÿâ çà èñõîäíóþ ïîñòðîåííóþ êîíôèãóðàöèþ δc+1

i,j

Ðàññìîòðèì â çàêëþ÷åíèå ÷èñëîâîé ïðèìåð. Îäíîìó Ýêñïåðòó áûëî
ïðåäëîæåíî îöåíèòü â áàëëàõ ðàçëè÷èÿ ìåæäó ÷óïà÷óïñîì, øîêîëàäíîé
êîíôåòîé, êàðàìåëüþ ñ ôðóêòîâîé íà÷èíêîé, èðèñêîé è ïèðîæíûì ×îêî-
ïàé â áàëëàõ îò 0 (ìàêñèìàëüíî ïîõîæè) äî 12 (ñîâåðøåííî ðàçëè÷íû).
Ñðàâíèâàåìûå ïàðû áûëè âûïèñàíû íà êàðòî÷êàõ, ïðè÷åì êàæäàÿ ïàðà
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âñòðå÷àëàñü äâàæäû ñ áîëüøèì èíòåðâàëîì (íàïðèìåð êàðàìåëü � èðèñêà
è ÷åðåç 5 ïàð èðèñêà � êàðàìåëü). Âîçâðàùàòüñÿ íàçàä è èñïîëüçîâàòü ðàíåå
äàííûå îöåíêè íå äîïóñêàëîñü. Ðåçóëüòàòû ñîáðàíû â òàáëèöå.

Ðåçóëüòàòû îöåíêè ðàçëè÷èé
êîíäèòåðñêèõ èçäåëèé (ñûðûå äàííûå)
×óïà÷óïñ Øîêîë Êàðàìåëü Èðèñêà ×îêîïàé

×óïà÷óïñ 0 12 4 12 11
Øîêîë 12 0 8 8 3

Êàðàìåëü 10 6 0 9 11
Èðèñêà 12 8 9 0 12
×îêîïàé 12 4 11 6 0

Ýòè äàííûå áûëè ïîäâåðãíóòû ñèììåòðèçàöèè, òî åñòü åñëè ðàçëè÷èå ìåæ-
äó îáúåêòàìè À è Á îêàçàëîñü íå ðàâíûì ðàçëè÷èþ ìåæäó Á è À, òî çàìå-
íÿåì îáà ýòè ðàçëè÷èÿ íà èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå.

Ðåçóëüòàòû îöåíêè ðàçëè÷èé
êîíäèòåðñêèõ èçäåëèé (ñèììåòðè÷íûé âàðèàíò)

×óïà÷óïñ Øîêîë Êàðàìåëü Èðèñêà ×îêîïàé
×óïà÷óïñ 0 12 7 12 11,5
Øîêîë 12 0 7 8 3,5

Êàðàìåëü 7 7 0 9 11
Èðèñêà 12 8 9 0 9
×îêîïàé 11,5 3,5 11 9 0

Òåïåðü èùåì êîíñòàíòó c äëÿ ïðåâðàùåíèÿ íàøèõ ðàçëè÷èé â ðàññòîÿ-
íèÿ

c = max
k,i,j

(δk,j − δk,i − δi,j).

Äîáàâëÿÿ åå êî âñåì ýëåìåíòàì ïîñòðîåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû δ (êðî-
ìå äèàãîíàëüíûõ), ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó ðàññòîÿíèé D, ýëåìåíòû êîòîðîé
óæå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Â íàøåì ñëó÷àå âûïèñàí-
íûé ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè k = 3, j = 5, i = 2, è

c = 11− 7− 3, 5 = 0, 5.

Ìàòðèöà ðàññòîÿíèé D
(åå ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì òðåóãîëüíèêà)

×óïà÷óïñ Øîêîë Êàðàìåëü Èðèñêà ×îêîïàé
×óïà÷óïñ 0 12,5 7,5 12,5 12
Øîêîë 12,5 0 7,5 8,5 4

Êàðàìåëü 7,5 7,5 0 9,5 11,5
Èðèñêà 12,5 8,5 9,5 0 9,5
×îêîïàé 12 4 11,5 9,5 0

Òåïåðü, ñîãëàñíî àëãîðèòìó Òîðãåðñîíà, äëÿ ñîçäàíèÿ ñòàðòîâîé êîíôèãó-
ðàöèè ïîñòðîèì èç ìàòðèöû ðàññòîÿíèé ìàòðèöó ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé
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ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Âîçâåäåì âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàññòîÿíèé D â
êâàäðàò, âû÷èñëèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýòèõ êâàäðàòîâ ïî êàæäîé ñòðîêå (si),
êàæäîìó ñòîëáöó (tj) è ïî âñåé ìàòðèöå (U). Ïîñëå ýòîãî ýëåìåíòû ìàòðèöû
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñòðîÿòñÿ ïî ôîðìóëå

Pi,j = −(Di,j − si − tj + U)/2.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñîáðàíû â òàáëèöàõ.

Êâàäðàòû ðàññòîÿíèé è èõ ñðåäíèå
1 2 3 4 5 si

1 0 156,25 56,25 156,25 144 102,55
2 156,25 0 56,25 72,25 16 60,15
3 56,25 56,25 0 90,25 132,25 67
4 156,25 72,25 90,25 0 90,25 81,8
5 144 16 132,25 90,25 0 76,5
tj 102,55 60,15 67 81,8 76,5 71,6

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (ìàòðèöà P )
63,75 -35,575 17,85 -24,75 -21,275

-35,575 21,35 -3,35 -3,95 21,525
17,85 -3,35 28,2 -9,525 -33,175
-24,75 -3,95 -9,525 43 -4,775
-21,275 21,525 -33,175 -4,775 37,7

Âû÷èñëèì ñóììó êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû P , íàõîäÿùèõñÿ íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè è âûøå åå, ïîñëå ÷åãî ðàçäåëèì âñå åå ýëåìåíòû íà êâàäðàòíûé
êîðåíü èç ïîëó÷åííîãî ÷èñëà. Íàéäåì äâà åäèíè÷íûõ ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðà ïîëó÷åííîé íîðìèðîâàííîé ìàòðèöû, îòâå÷àþùèå äâóì åå íàèáîëüøèì
ñîáñòâåííûì ÷èñëàì (ýòî íàçûâàåòñÿ èçâëå÷åíèåì äâóõ ãëàâíûõ êîìïîíåíò
èç íîðìèðîâàííîé ìàòðèöû P ). Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ñòàðòîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ,
êîîðäèíàòû â äâóõ ãëàâíûõ êîìïîíåíòàõ xc

i,j

×óïà÷óïñ -0,695 -0,419
Øîêîë 0,372 -0,225

Êàðàìåëü -0,356 0,347
Èðèñêà 0,240 1,076
×îêîïàé 0,439 -0,780

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñòàðòîâóþ êîìáèíàöèþ àëãîðèòìà Òîðãåðñî-
íà, â êîòîðîé êàæäîå èç íàøèõ èçäåëèé çàäàíî òî÷êîé íà ïëîñêîñòè. Âû÷èñ-
ëèì ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè, à çàòåì ðàçäåëèì êàæäîå
èç íèõ íà êîðåíü êâàäðàòíûé èç ñóììû êâàäðàòîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷èâ-
øåéñÿ ìàòðèöû. Òî, ÷òî ïîëó÷åíî, ìû íàçûâàåì ðàçëè÷èÿìè (ìàòðèöà δ).
Â òàáëèöå çàïîëíåíû ëèøü ïîëîâèíà êëåòîê, ïîñêîëüêó îíà ñèììåòðè÷íà.
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Íîðìèðîâàííûå ðàçëè÷èÿ (ñòàðòîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ)
×óïà÷óïñ Øîêîë Êàðàìåëü Èðèñêà ×îêîïàé

×óïà÷óïñ 0 0,275 0,212 0,447 0,302
Øîêîë 0 0,235 0,332 0,142

Êàðàìåëü 0 0,239 0,350
Èðèñêà 0 0,473
×îêîïàé 0

Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ñðàâíèì ñ íîðìèðîâàííîé ìàòðèöåé èñòèííûõ ðàñ-
ñòîÿíèé, òî åñòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íîðìèðóåì ýëåìåíòû ìàòðèöû D
(ïîäåëèì íà êîðåíü èç ñóììû êâàäðàòîâ åå ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ).

Íîðìèðîâàííûå ðàññòîÿíèÿ (èñòèííûå çíà÷åíèÿ)
×óïà÷óïñ Øîêîë Êàðàìåëü Èðèñêà ×îêîïàé

×óïà÷óïñ 0 0,401 0,241 0,401 0,385
Øîêîë 0 0,241 0,273 0,128

Êàðàìåëü 0 0,305 0,369
Èðèñêà 0 0,305
×îêîïàé 0

Â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèÿ ýòèõ ìàòðèö ïîëó÷èì çíà÷åíèå ñòðåññ-êðèòåðèÿ,
ðàâíîå 0,250. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå ïðîèçâåäåííîé íîðìèðîâêè çíà÷åíèå ñòðåñ-
ñà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðîñòîé ôîðìóëå

S =
∑
i,j

(di,j − δi,j)2.

Ðåçóëüòàòû óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïàð è ñëèÿíèÿ áëîêîâ ïðèâîäÿòñÿ íèæå

Íåìåòðè÷åñêèé ýòàï àëãîðèòìà
ïàðû ðàçëè÷èÿ ðàññòîÿíèÿ ñëèÿíèå 1 ñëèÿí.2 ñëèÿí.3

øîê ÷îêîïàé 0,142 0,128 0,128 0,128 0,128
÷óïñ êàðàì 0,212 0,241 0,241 0,241 0,241
êàðàì èðèñ 0,239 0,305 0,273 0,273 0,273
øîê êàðàì 0,235 0,241 0,273 0,273 0,273
÷óïñ øîê 0,275 0,401 0,393 0,357 0,355

÷óïñ ÷îêîïàé 0,302 0,385 0,393 0,357 0,355
øîê èðèñ 0,332 0,273 0,321 0,357 0,355

êàðàì ÷îêîïàé 0,350 0,369 0,321 0,357 0,355
÷óïñ èðèñ 0,447 0,401 0,353 0,353 0,355

èðèñ ÷îêîïàé 0,473 0,305 0,353 0,353 0,355

Ïîëó÷åííûå ïîñëå òðåòüåãî ñëèÿíèÿ çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèé ñîáåðåì â ìàòðè-
öó Q, ïîñëå ÷åãî ðàññ÷èòàåì ïîïðàâî÷íûå êîýôôèöèåíòû

∆i,j = 1 − δi,j

Qi,j
.

Èõ çíà÷åíèÿ ïîëó÷èëèñü ðàâíûìè (åñëè çíàìåíàòåëü äðîáè â ïîñëåäíåé
ôîðìóëå ðàâåí 0, òî ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò ïîëàãàåì åäèíèöåé)
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Ïîïðàâî÷íûå êîýôôèöèåíòû ∆ (ïåðâàÿ èòåðàöèÿ)
×óïà÷óïñ Øîêîë Êàðàìåëü Èðèñêà ×îêîïàé

×óïà÷óïñ 1 0,115 0 0,115 0,078
Øîêîë 1 -0,133 -0,301 0

Êàðàìåëü 1 0,105 0,038
Èðèñêà 1 -0,164
×îêîïàé 1

Ïåðåñ÷èòàåì íîâûå êîîðäèíàòû ïî ôîðìóëå

x̂c+1
i,j = x̂c

i,j +
1
n

∑
k

∆i,k(x̂c
k,j − x̂c

i,j),

ïîëó÷èì

Êîîðäèíàòû ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè xc+1
i,j

×óïà÷óïñ -0,627 -0,396
Øîêîë 0,367 -0,304

Êàðàìåëü -0,351 0,402
Èðèñêà 0,198 1,160
×îêîïàé 0,413 -0,862

Ïîñëå ïåðåñ÷åòà íîðìèðîâàííûõ ðàññòîÿíèé ïîëó÷èì âåëè÷èíó ñòðåññà
0,307. Ýòî äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ âåëè÷èíà, ïîýòîìó ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé
èòåðàöèè. Óâåëè÷åíèå ñòðåññà ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî àëãîðèòì òîëüêî
÷òî íà÷àë ñâîþ ðàáîòó è, êàê ìû óâèäèì, äàëüøå åãî âåëè÷èíà áóäåò î÷åíü
áûñòðî óìåíüøàòüñÿ. Ïðè ýòîì ìàòðèöà Q îñòàëàñü ïðåæíåé, íî ìàòðèöà
ïîïðàâî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ äîëæíà áûòü ïåðåñ÷èòàíà, ïîñêîëüêó èçìåíè-
ëèñü ðàçëè÷èÿ � îáúåêòû ïîëó÷èëè íîâûå êîîðäèíàòû.

Ïîïðàâî÷íûå êîýôôèöèåíòû ∆ (âòîðàÿ èòåðàöèÿ)
×óïà÷óïñ Øîêîë Êàðàìåëü Èðèñêà ×îêîïàé

×óïà÷óïñ 1 -0,469 -0,121 0,167 -0,288
Øîêîë 1 -0,086 0,004 0,218

Êàðàìåëü 1 -0,170 0,006
Èðèñêà 1 0,278
×îêîïàé 1

Íîâûå êîîðäèíàòû (ðàññ÷èòûâàåì ïî òîé æå ôîðìóëå)

Êîîðäèíàòû ïîñëå âòîðîé èòåðàöèè
×óïà÷óïñ -0,495 -0,447
Øîêîë 0,260 -0,277

Êàðàìåëü -0,327 0,398
Èðèñêà 0,195 1,300
×îêîïàé 0,368 -0,750

Çíà÷åíèå ñòðåññà ðàâíî 0,192. Ïðîäîëæàåì ðàñ÷åò òåì æå ñïîñîáîì. Ïî-
ñëå òðåòüåé èòåðàöèè ñòðåññ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 0,164, çàòåì 0,061 à ïîñëå
ïÿòîé 0,029. Ýòî óæå ìåíüøå îáû÷íîãî óðîâíÿ îøèáêè â 0,05 è òàêîé ðå-
çóëüòàò ìîæíî ñ÷èòàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûì. Îêîí÷àòåëüíî
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Êîîðäèíàòû ïîñëå ïÿòîé èòåðàöèè (ôèíàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ)
×óïà÷óïñ -0,781 -0,289
Øîêîë 0,490 -0,254

Êàðàìåëü -0,404 0,393
Èðèñêà 0,192 0,948
×îêîïàé 0,502 -0,575

Èçîáðàçèì ðåçóëüòàòû íà äèàãðàììå.

Ñòàðòîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ (*) è ôèíàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ (+)

6

-

x2

x1

*
×óïñ

*
Øîê

*
Êðì

*
Èðèñ

*
×êï

+
×óïñ +

Øîê

+
Êðì

+
Èðèñ

+
×êï
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